
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

˙1˙ 

 

替換式數學對增進國小數學學習困難學生在除法計算與文字解題之成效 

 
國立彰化師範大學特殊教育學系 

特殊教育學報，民 110，53 期，頁 01－30 

DOI: 10.3966/207455832021060053001 
 

替換式數學對增進國小數學學習困難 
學生在除法計算與文字解題之成效 

楊哲宇 王瓊珠 
高雄市新庄國民小學 國立高雄師範大學特殊教育學系 

 

摘要 

本研究旨在探討替換式數學對增進數學學習困難學生的除法計算與文字題學習之成

效。研究方法採跨參與者多探測設計，以三位國小中年級以上有數學學習困難學生為研究

對象。研究結果顯示：替換式數學介入後，數學學習困難學生在除法計算及文字題學習表

現，具有立即成效與維持成效。進一步觀察計算和文字題的表現，發現三名學生在替換式

數學介入之後，除法計算正確率有明顯提升以及時間變短的趨勢，但流暢性受限於估商能

力，還是不夠自動化。除法文字題之正確性雖較基線期明顯提升，但時間並沒有明顯減少，

當正確性與流暢性發展不一時，應先確保正確性後，時間長短才有意義。三名個案針對原

本規劃的教學介入方案反應各不相同，研究者在教學過程中有針對其反應替換不同的教學

策略，才讓學生的學習得以有成效，顯示替換適合策略在替換式數學教學中可能是極為重

要的一環。根據研究結果建議：包括繼續探討計算速度能否提升，替換策略與個案學習特

質的交互關係，學習單的設計和替換策略亦可有更多元的想法。 
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壹、緒論 

數學是生活重要技能，從購物、買

賣，打折、比價、看時刻表，算度量衡、

做分配等都離不開數學，所以，學校教

育也把「算數」作為 3R（即 reading、

writing、arithmetic）之一。由經濟合作

暨發展組織(the Organisation for Eco-

nomic Cooperation and Development, 

OECD)主辦的全球性學生評量(the Pro-

gramme for International Student As-

sessment, PISA)，自 2000 年起，每三年

舉辦一次，評量對象為 15 歲學生，內容

涵蓋閱讀、數學、科學等三個領域的基

本素養和問卷調查，以了解學生面對變

動快速之社會的能力，作為一個國家／

地區未來國力的指標。2018 年 PISA 報

告顯示，臺灣學生數學表現平均 531

分，顯著高於 OECD 平均 489 分（教育

部，2019），歷次數學表現在世界的排名

都有前五名。另一方面，近三年

(2018~2020)國中會考成績顯示，數學落

入待加強（C 級）的人數也佔了 28%左

右，將近三成，並非少數(https://cap.rcpet. 

edu.tw/)。因此，針對數學低成就學生的

補救教學也應當受到重視，我們要使用

有實證研究支持的教學方法來幫助學生

更有效地學習數學。 

數學的學習是有邏輯順序性的，需

要有特定的先備能力才能往下學習。數

學的基本運算包含加法、減法、乘法以

及除法，是數學重要的先備能力，相對

其他三者，除法是較為困難的（楊瑞智，

1997）。除法不只是生活中分裝與平分的

概念延伸，更是小數、分數、幾何、因

數、代數運算甚至是微積分等的基礎

(Dubé & Robinson, 2017; West, 2014)，故

除法的學習不容忽視。在除法的學習

中，最容易遇到的第一個問題就是學生

的先備能力不足，除法的學習至少必須

精熟減法與乘法。第二個問題是學生在

學習除法的過程常常淪為模仿計算而不

知計算步驟的意義(Dubé & Robinson, 

2017)，導致計算過程中容易出錯或是無

法判斷應用問題應該使用除法。 

詹士宜(2013)提出「替換式數學」，

綜合明示教學理論(explicit instruction)， 

認知負荷理論(cognitive load theory)以

及 建 構 式 教 學 (constructivist instruc-

tion)。明示教學是仔細分析學生起點行

為，循序漸進提供學生符合其程度的內

容，讓學生不需要經由太多錯誤嘗試

(Archer & Hughes, 2010)。認知負荷理論

(Sweller et al., 2003)係考慮學習者工作

記憶容量有限性，不宜同時呈現過多新

概念，超出認知負荷範圍；除此之外，

為避免過渡以教師為中心，灌輸特定解

法，降低學生主動學習的樂趣，替換式

數學兼採建構式數學的觀點，在教學過

程中透過師生互動，從學生的解題歷程

中，提供相對應的輔助鷹架，避免學生

僅是機械式模仿老師的示範。此外，善

用日常生活情境讓學生找出有關解題的

要素，促進學生將數學知識轉化為解決

日常生活的能力。例如：計程車四人載

一臺的情境，配合圖片和簡報動畫，讓

學生更能理解為什麼剩下 2 個人仍要再
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一臺計程車。在佈題方面，考慮水平與

垂直兩個向度，「水平替換」(parallel 

substitution)是同一難度的問題，僅改變

數字大小、詞語、情境等，「垂直替換」

(vertical substitution)則是改變問題的難

度，逐步增加學習任務的挑戰性。此舉

期盼能改善數學學習困難學生在普通班

面臨教學速度過快，同類型的練習題又

不足的問題。 

從 2014 至 2017 年間，有七篇運用

替換式數學教學策略之碩博士論文（詳

見林和秀，2014；張姵之，2016；許瓊

文，2015；郭亭纖，2015；黃美潔，2015；

謝妙倖，2015；羅秀珍，2017），其教學

對象包括數學學習障礙（如：林和秀，

2014；黃美潔，2015）、認知功能輕度缺

損（如：張姵之，2016；許瓊文，2015；

郭亭纖，2015）、智能障礙（如：謝妙倖，

2015；羅秀珍，2017）。介入的主題有整

數計算（如：羅秀珍，2017）、分數乘法

（如：林和秀，2014；郭亭纖，2014）、

小數概念學習（如：張姵之，2016）、乘

法文字題（如：許瓊文，2015）、改變類

兩步驟加減法文字題（如：謝妙倖，

2015），長度單位化聚（如：黃美潔，2015）

等主題，尚未應用到整數除法的介入教

學，基於除法是基礎數學運算中比較困

難的部分，且將銜接後面諸多數學概念

的學習。故本研究以除法作為教學介入

的內容。 

相對於閱讀障礙，國內在數學障礙

無論在鑑定與教學研究受的關注是少的

（王宣惠、洪儷瑜，2019；柯華葳，

2005）。特殊教育鑑定所引用的《身心障

礙及資賦優異學生鑑定辦法》(2013)，

學習障礙將數學困難放在數學運算的層

次。而醫療體系在心理衡鑑所依據的《精

神疾病診斷與統計手冊》第五版

(Diagnostic and Statistical Manual of 

Mental Disorders, 5th ed., DSM-5)，在特

定型學習障礙所列舉的數學困難則有數

感(number sense)，算數實際法則(math 

fact)，計算正確性或流暢性，數學推理

等面向 (American Psychiatric Associa-

tion, 2013)。兩者關於數學困難涉及的範

疇並非完全一致。教學實務上的，閱讀

障礙學生也可能同時並存數學困難，只

是我們賦予次類型時，有的僅標示一項

最核心的困難。因此，要確認個案是否

為數學障礙，會受到不同專業對數學障

礙範疇的影響，也受限於我們標示學習

障礙次類型的方式，故本研究以數學學

習困難做為參與者的統稱。 

綜而言之，本研究旨在探討替換式

數學對增進國小數學學習困難學生的除

法學習成效。除法內容設定在國小三年

級開始引入餘數概念、乘除互逆，數字

限制在三位數除以一位數。研究問題有

三： 

1. 替換式數學對國小數學學習困難學

生「三位數除以一位數之除法計算及

文字解題」之立即成效為何？ 

2. 替換式數學對國小數學學習困難學

生「三位數除以一位數之除法計算及

文字解題」之維持成效為何？ 

3. 國小數學學習困難學生對本次替換

式數學的介入反應個別差異情形為

何？ 
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貳、文獻探討 

本研究乃係探討替換式數學對國小

數學學習困難學生在除法計算與文字解

題之成效，以下將先從替換式數學的理

論與教學設計談起，然後說明數學學習

困難學生的意涵及其在數學學習常見的

困難，特別是除法方面。最後，則是分

析學者對除法內涵的看法與教學策略，

並參酌國內數學課程中除法單元之安排

順序，形成本研究之替換式數學除法教

學內容。 

一、替換式數學 

替換式數學教學是詹士宜(2013)所

提出的數學教學模式，他認為數學教學

應該將概念與技能以細膩的教材設計與

教學的結構分析安排才能有效進行適性

教學。van den Heuvel-Panhuizen (2008)

提到教學過程中教師要考慮學習、教學

及課程內容三部分，三者在教學過程中

相互交織，彼此影響。由於學生的學習

速度是逐步與變動的，教師無法固著在

某個方法，必須因勢利導，彈性調整各

種教學策略，才能在教學過程中想方設

法引導學生思考。以下將簡述替換數學

的理論依據和設計原則與方法。 

（一）理論依據 

替換式數學教學設計結合明確教

學、認知負荷理論以及建構式教學，提

供教師多元的教學思考以及彈性的教學

應用。明確教學是根據行為心理學而來

的，教師直接教導學生明確的步驟，課

前先仔細分析教材，以設計結構化教

材，了解學生能力，設定目標；課中透

過示範解說明確的知識和步驟，引導學

生練習並針對其錯誤給予立即的回饋

（詹士宜，2013，2014，2017）。教學步

驟和模式非常固定，學生不需要經過太

多錯誤嘗試。認知負荷理論則係基於人

類的工作記憶容量有限，無法同時處理

太多的訊息，認為過多的訊息反而造成

學生認知負荷過大(Sweller, 2010)。有效

的訊息選擇與處理才能提高學習成效。

Paas 與 van Merriënboer (2020)提到在設

計複雜學習任務時可運用認知負荷的注

意力分散效應(split-attention effect)、示

例效應(worked-example effect)、褪除引

導效應(guidance-fading effect)。分散效

應提醒設計者不要將訊息分得太散，會

讓學習需要費心再把散落各處的訊息重

新組織起來。示例效應提醒設計者對於

初學者可以先給示例，讓學習者比較容

易上手，但上手後，教學者要將協助褪

除，一直給示例對已經學會的學習者並

沒有幫助，反而是干擾。替換式數學在

設計學習任務時也考慮到任務難度的安

排，對初學者提供示例，透過水平替換

相似難度的例題，讓學生降低認知負

荷。當他們比較上手之後也會褪除引

導，透過垂直替換將問題難度提升，不

過若切割太多細項也讓有一定程度的學

生造成干擾，反而會覺得無聊，所以針

對學生的個別差異，會減少部分基本能

力的垂直替換。 

明確教學和認知負荷理論都指出教

材設計需要考慮學生的能力現況，不要

一下子塞入太多學習內容，學生反而無

法吸收。明確教學比較偏向由教師主導
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教學，直接教學的優點是減少學生摸索

的時間，但也可能帶來負向的影響，對

於高層次問題似乎有其侷限。首先，高

層次問題多不是由固定的單一路徑去解

決，再者，學習者也可能有自己的思考

路徑，如果硬要他按照教學者示範的方

法解題，可能降低學生數學學習的興趣

與主動思考的機會。因此，替換式數學

也試著融入建構式教學理論。建構式教

學認為學生不是被動的學習者，生活中

的數學問題也不是只有一種固定的樣

態，學生必須能主動選擇與排除無關的

因素才能真正解決問題（詹士宜，

2014）。在教學過程中，教師扮演的角色

是引導學生參與探索數學問題，教師可

採取多元的教學方法，讓學生試著找出

解決方法，或許該方法不是最快、最有

效的解法，但卻是學生能理解的方式。

誠如 Bruner 的鷹架理論(scaffolding)和

Vygotsky 的近側發展區間(the zone of 

proximal development)的觀點，老師僅是

提供暫時性的協助鷹架，幫助學生發展

問題解決能力，不是單向將知識灌輸到

學生的腦中。有效的切入點是找到比學

生能力現況再略具挑戰的任務，讓學生

的能力得以獲得提升到更高的潛能區

（引自詹士宜，2014，頁 10）。 

綜合言之，替換式數學的理論依據

有運用直接教學的原則，仔細分析學生

起點行為，循序漸進提供學生程度符合

的內容。在教材設計時，考慮學生工作

記憶容量有限性，不宜同時呈現過多新

概念，超出認知負荷範圍；除此之外，

為避免單向灌輸特定解法，降低學生主

動學習的樂趣，替換式數學兼採建構式

數學的觀點，在教學過程中透過師生互

動，從學生的解題歷程中，提供相對應

的輔助鷹架，避免學生僅是機械式模仿

老師的示範，並不沒有真的理解。 

（二）設計原則與替換方法 

替換式數學設計分為「水平題型」

(horizontal-type problems)與「垂直題型」

(vertical-type problems)二種，水平題型

是透過相似的題型讓學生不斷的練習和

理解，並習得技巧或概念；另一種為垂

直題型是一種新的概念或技巧，必須詳

細的解釋和說明，甚至更多的例題，直

到了解才開始水平題型的練習（詹士

宜，2013）。替換式數學透過分析教材和

學生能力，比如設定教學目標，把目前

學生的能力當作起點，在這兩者之間以

最少距離原則設計垂直替換題型與水平

替換題型，教學介入是一個不斷「設計

──介入──評估──調整設計──再

介入」的流程（詹士宜，2017）。 

替換方法可從教材上著手，也可以

從教學策略做變化。以教材為例，依照

水平和垂直替換方式設計題目可做的替

換如下：(1)垂直替換主要是考量學生先

備能力做概念的替換，學生越有困難需

分割的概念越細，或是省略太簡單的概

念替換。(2)水平替換，為同類型的題目

做略為的變化，比如(a)數字替換，先從

小的數值開始，讓學生可以專注於了解

計算規則或應用問題的意思，等到了解

後再調整數值為適合學生的能力；(b)語

詞替換，如人名、物品名稱、動詞替換；

(c)語句替換，藉由語句替換可以讓學生
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可容易理解題目，或是逐步讓題目由簡

單變難，不會因為句子複雜而受影響；

(d)情境替換，用學生熟悉的問題情境，

增加學生對應用問題的理解。除了教材

替換，教學策略也可以替換。教師在教

學的過程中須根據學生的學習特性，以

及教學後的反應和需求來調整策略和技

巧。教學策略包含適切提問、彈性使用

策略、營造情境、提供輔助、利用各種

表徵、示範解題、解題練習、放聲思考

等。 

二、數學學習困難 

討論數學學習困難學生時，不同研

究者常會用不同的詞來命名，比如數學

學習障礙、數學障礙、算術障礙或發展

性計算障礙(developmental dyscalculia)、 

數學困難、數學學習困難等；不同研究

使用的名稱都有細微差異，不過至少能

確定的是這些學生都有學習困難或是低

成就（王瓊珠，2018）。洪儷瑜(2005)把

這些學習困難或低成就學生的成因大致

上分為障礙和非障礙導致而成，障礙因

素可能是個體中樞神經系統損傷或是基

因異常等，非障礙因素則可能是環境的

剝奪、教育機會的剝奪、個體特質和學

習與教學環境的失敗。因此不管是有障

礙或是低成就的學生，在學習上都是遇

到困難的。在數學上的學習困難，通稱

為數學學習困難或數學困難；如果確定

是個體因素而導致障礙的話，則稱為數

學學習障礙或數學障礙。數學學習困難

學生相對數學學習障礙學生的範圍更

廣，不過二者所面臨數學的學習困難有

相似之處。 

教育部 2013 年修訂的《身心障礙及

資賦優異鑑定辦法》與美國 2004 年的

《身心障礙者教育促進法》(Individuals 

with Disabilities Education Improvement 

Act)所定義的數學學習障礙都侷限於數

學計算的部分。美國精神醫學會在

DSM-5 中，將數學困難定義為包含難以

學會數學事實、計算、數感、和數學推

理（利用數學概念、事實、程序去解決

問題）(American Psychiatric Association, 

2013)。兩者對於數學障礙的問題涵蓋多

廣也不一致。最後研究者採取一個較廣

泛的數學學習困難的觀點，綜合文獻

（如：王雪瑜，2006；王瓊珠，2018；

郭靜姿，2002；詹士宜，2014；趙文崇，

2017）整理出數學學習困難學生在數學

學習上經常有以下的問題。 

（一）數學概念不足 

對於數學知識不清楚，基礎概念形

成或應用有困難，對數學事實的記憶與

提取無法自動化，很多名詞的定義當下

學完，很快就遺忘或無法應用於解題。

如：除數、被除數、商、餘數的概念及

其關係是什麼。 

（二）計算錯誤 

在基本加減乘除計算過程中，容易

出現位值錯誤、基本運算不熟練、數字

看錯以及計算程序錯誤，另外可能是學

生對於數感、運算符號、數字順序及數

量缺乏概念，導致計算上的速度和正確

性低落。除法計算失誤可能來自於加

減、乘除技能不足，如(1)位值對位、估

商、商要補 0、餘數錯誤；(2)加減借位

錯誤、大減小等；(3)九九乘法背錯；以
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及(4)抄錯數字、忘了寫答等（冷月琴，

2012；林淑芬、黃建中，2019；楊招謨，

2008）。即使計算正確性進步，但計算所

花費的時間也未減少太多，其原因可能

在於無法直接提取一些數學概念，或是

使用一些輔助策略如分解或重組數字

（柯華葳，2005；洪儷瑜、連文宏，2017）。 

（三）文字題解題錯誤 

文字題解題失誤可能來自四方面，

第一種是理解題意的困難，第二種是擬

定解題計畫的困難，第三種是不會使用

解題策略，以及第四種執行與校正能力

不足。理解題意指的是學生對於題目無

法讀懂，導致無法將題意轉成算式。擬

定解題計畫的困難，常見於題目需要二

步驟以上的計算。不會使用解題策略，

無法使用一些解題策略來簡化題目，比

如使用數線、圖形以及畫重點等來幫忙

簡化題目。執行與校正能力不足指即使

已經列式正確，仍然無法按照式子計算

出來，或是已經算出正確答案，在寫答

的時候卻寫錯答案或單位。除法文字題

常出現的失誤包括：(1)單位數和單位量

混淆；(2)被除數與除數分不清楚；(3)

盲目使用加法、減法以及乘法；(4)關鍵

數字或語詞誤用（冷月琴，2012；林淑

芬、黃建中，2019；楊招謨，2008）。 

（四）數學焦慮 

長期的數學困難可能衍生學生對數

學沒有興趣或是高數學焦慮，以至於想

要找各種方法逃避數學課業，有可能即

使會，仍然不想去答題或覺得困難。 

 

 

三、除法 

（一）意涵與類型 

除法(division)是第一個國小學生所

學的間接運算的思考模式，並非如加

法、減法和乘法直接運算即可知道結

果；數學運算上，除法是乘法的逆運算；

除法包含了「包含除」(quotitive division)

以及「等分除」(partitive division)；換成

日常情境則分別為分裝（如：有 40 顆糖

果，每 8 顆分給一位小朋友，共可分給

幾位小朋友？）以及平分（如：有 40

顆糖果，平分給 8 位小朋友，每位小朋

友有幾顆？）的意思。其中還包含度量

為離散量和連續量以及有餘數和無餘數

的狀況（李源順，2013）；除法的運算結

果為「單位變化」的過程，即商的單位

與被除數、除數以及餘數的單位意義上

皆不同（楊瑞智，1997）。 

許多學者有各自的乘除法語意結

構，其中較為簡潔扼要地為 van de Walle 

(2001/2005)的語意結構，它包含了等值

群組、倍數比較、組合與面積測量問題

四種題型。Greer 在 1992 年時將乘除法

問題依情境模式分為 10 類：等組(equal 

groups)，等量 (equal measures)，比率

(rate)，數量轉換(measure conversion)，

乘法比較(multiplicative comparison)，部

分 ／ 全 體 (part/whole) ， 乘 法 改 變

(multiplicative change) ， 笛 卡 爾 積

(Cartesian product) ，面積 (rectangular 

area) ， 以 及 數 量 乘 積 (product of 

measures)（引自李源順，2013，頁 180）

目前在國小中年級的數學課本中比較常

看到等值群組中的等分除與包含除。本
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研究主要依照 van de Walle (2001/2005)

等分除與包含除的分類，使用 Greer 十

種情境中的等組和等量，配合康軒課本

中三年級上下學期的生活情境題，如買

東西的情境，「3 罐飲料賣 30 元和原本

的 1 罐飲料賣 15 元，哪一種划算？」以

及餘數的應用；如「10 個人搭車，一車

載 3 人，需要幾輛車？」算起來商是 3，

其實還要加一輛才夠。 

（二）教學順序與重點 

除法的教學有許多需要留意的重

點，綜合李源順(2013)和 van de Walle 

(2001/2005)的看法，以下從教學順序和

教學重點討論之。 

1. 教學順序 

教學除法時，應先從包含除開始，

從概念性知識內化為程序知識，最後進

行解題性知識，必要可以混和加法、減

法以及乘法。 

(1)概念性知識 

除法的基本概念可以從加法、減法

以及乘法慢慢推論。在使用加法和減法

語意轉換要確定學生是否能連結至乘

法。等分除用加法和減法來推論會涉及

語意轉換，如果學生會乘法，可以直接

連結除法概念就好。 

在三位數除以一位數的題目類型

中，商可以用幾個百、幾個十以及幾個

一的方式來讓學生逐步做除法，幾個百

除完剩下的數，可以轉換單位變成幾個

十依序算下去。計算過程可以用具體的

表徵可能是積木或金錢來表示，讓學生

覺得每個步驟是有意義的，再漸漸轉變

成抽象表徵，解決學生只知道程序性知

識不知道算式意義的錯誤(Milton et al., 

2018)；另一種方式是直接用原本的量值

去做，如 240÷3，在直式運算時依照九

九乘法來做，3 最多乘到 10 等於 30，一

直重複這樣的步驟，240 重複一直減

30，最後減 8 個 30，答案就是 8 乘於 10

等於 80，這種方法適合學生無法理解 2

個百為何不能除以 3 的另一種理解方

式。 

(2)程序性知識 

除法計算建立在乘法的概念性知

識，最重要的就是九九乘法，如何讓學

生快速記憶九九乘法有兩個方式，第一

個要讓學生了解乘數加一，就要增加一

個被乘數；第二個讓學生進行反背，給

一個數讓學生答出是哪兩個數相乘或是

用某一個數練習乘到最接近且不超過的

數字。在教授除法時，強調每個步驟都

使用九九乘法來估商，被除數為多位的

時候，從最高位一位數慢慢判斷是否能

除，有可能會有最高位不夠，要繼續看

到下一位，中間不夠的時候需要補 0 的

程序性知識。另外必須判斷是否除盡，

沒有除盡有兩種方式，繼續寫在商上面

或擦掉重新估商。 

(3)解題性知識 

解題性知識可分為情境結構、語意

結構以及運算結構。情境結構就是所謂

的量可以分為一維連續量（繩子）、二維

連續量（蛋糕）以及離散量（蘋果）的

情境，其中離散量是最容易理解除法的

意義的。語意結構指的就是除法文字題

可分為等分除（總量÷單位數＝單位量）

和包含除（總量÷單位量＝單位數）。運
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算結構就是配合語意結構，有總量未知

的題型、單位數未知的題型以及單位量

未知的題型。 

2. 教學重點 

除法的教學有五個重點，包含九九

乘法的記憶、估商的技巧、0 的除法、

除法的用語以及餘數的意義，分述如下。 

(1)九九乘法的記憶 

除了練習精熟九九乘法外，觀察九

九乘法中的規則，如乘法的兩個數字可

以顛倒，乘數加一代表被乘數再加一

個，或是用反背的方式，一開始是剛好

的數字，如 5 乘多少會是 25，漸漸轉成

最多只能接近的計算，如 5 乘多少會接

近，且不超過 26，過程可用具體物操

作，逐步褪除到抽象的九九乘法記憶。 

(2)估商的技巧 

最一開始的除法是二位數除以一位

數，商是一位數，學生多半使用九九乘

法直接找尋答案，而沒有判斷是否可以

除，三位數除以一位數就要要求學生從

百位開始一個一個數字慢慢除，如果學

生一時有困難可以先從一位數除以一位

數。 

(3) 0 的除法 

因為除法的原始概念就是分配，被

除數可以是 0 代表沒得分配，除數不能

為 0，因為沒有意義，違背要分配的動

作。 

(4)除法的用語 

容易混淆的用語為「除以」和「除」，

被除數在前面會說「除以」，除數在前則

會說「除」。有些題目會說「儘量分完」

會有學生主觀題意的疑慮，認為他已經

努力分完了。另外必須澄清「沒有餘數」

和「餘數等於 0」的概念是一致的。 

(5)餘數的意義 

生活中的計算很少是整除的，從編

題來看盡量不要都是完全整除的數字，

而餘數也是判斷是否估商正確指標。從

運算來看，除法的運算可以留下餘數或

直接算成分數。餘數在文字題有可能有

兩種處理方式，分別為捨去和商加一的

方式，餘數捨去的題目比如「15 公尺的

線，2 公尺可以綁一個禮物，請問可綁

幾個禮物？」餘數要變成商加一的題目

比如「搬運工人一次可以搬 3 個箱子，

有 17 個箱子要搬，請問只有 1 個工人要

搬幾趟？」 

綜合上述，除法的教學需要從概念

性知識逐步養成學生分裝或平分的概

念，並且以具體表徵教導學生如何估商

計算使每個步驟有意義，最後在文字題

的時候，除了了解包含除與等分除的概

念，盡量與生活情境接近，還可以套入

不同的餘數處理情境。 

（三）國小數學課程除法內容分析 

國小數學課程除法單元的安排，最

早從二年級的分裝與平分帶入除法的基

本概念。三年級則開始正式介紹除法包

含有餘數的狀況、乘除互逆的驗算技

巧，數字大小限制在三位數除以一位

數。四年級則將數字增加為四位數除以

一位數和三位數除以二位數。四年級開

始介紹分數，除法是分數概念的基礎，

約分和帶分數與假分數的互換都需要除

法的熟練。五年級將數字增加為四位數

除以三位數、除以二位數的題型。需要
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有除法的先備概念單元有整數四則運

算、因數與倍數、分數的除法以及時間

的除法等。六年級除了分數的計算外，

加入了小數的除法，其他如比與比值、

導出量單位、速度、驗算、圖形面積計

算、圖形縮小和比例尺都建立在有除法

概念的基礎上。 

從各個年級的安排中，整數除法最

重要的熟練時期為三、四年級，到了高

年級時，除法都是其他概念的重要先備

技能。因此本研究主要針對三年級的除

法內容介入研究。 

參、研究方法 

一、研究設計 

本研究旨在透過替換式數學提升國

小數學學習困難學生的除法的學習成

效，採取單一個案研究法之跨參與者的

多探測設計，自變項為「替換式數學」，

依變項為數學學習困難學生接受替換式

數學教學後，在研究者自編「除法測驗」

之正確率。 

整個實驗包括三個時期：基線期、

介入期、維持期。基線期沒有任何替換

式數學教學，個體在除法測驗至少連續

三點呈現穩定、未改善的趨勢後，始進

入介入期，在介入期每次教學後實施評

量，當第一位個案第一點得分正確率達

到 80%之後，始蒐集下一個參與者基

線，當個案在介入期的除法測驗連續三

點正確率達 80%，始進入維持期，並介

入下一個參與者。維持期於撤除教學介

入隔週施測，蒐集至少三個資料點。 

為增進研究的內在效度，研究者進

行以下幾方面的控制：(1)確保參與者的

學習除法先備及現況能力相似；(2)教學

皆由第一位研究者擔任；(3)介入前請三

位專家檢核介入方案之內容效度，篩選

個案時請參與者之導師檢核方案之目標

效度，確定學生在數學的學習是有困難

的，並於介入後請熟悉國小數學的老師

透過「介入完整性檢核表」檢核程序信

度，檢核項目比如垂直替換題目的示範

以及學生水平替換題目的練習；(4)介入

前請專家檢核「除法測驗」的內容效度，

並選擇四年級學生做預試分析複本信

度，而除法測驗的測驗時間和評分方式

皆固定不變；(5)研究過程避免多重介

入，確定學生已學習過整數除法仍沒有

太大的學習成效；(6)介入的時間點和測

驗的時間點維持固定不變。 

二、研究參與者 

研究參與者為三名在三位數除以一

位數學習有困難之國小學生，皆經鑑輔

會鑑定為學習障礙，排除因情緒、文化

以及感官因素導致之一般學習低成就

者。個案一和三的次類別為數學障礙，

個案二的次類別為書寫障礙（見表 1）。 

研究參與者的篩選條件為國民小學

及國民中學補救教學科技化評量（今更

名為學習扶助科技化評量）中未達及格

標準，魏氏智力測驗全量表分數為 75

以上、基礎數學概念評量在加法、減法

以及九九乘法的分測驗的正確率（正確

的題數／已完成的題數）都能大於

80%、中文年級認字量表至少達二年級

水準以上，以及對於起點行為評估自編
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測驗中的三位數除法的計算題和文字題

的測驗答對率未達 50%。研究者使用「起

點行為評估自編測驗」乃係確保學生的

能力狀況，該自編測驗共四大題，包括

二位減二位借位減法 10 題、九九乘法

10 題和三位數除以一位數的計算和文

字題各 8 題，共 36 題，測驗時間為 40

分鐘。若研究參與者識字量未達標準，

會使用替代方式如報讀；九九乘法未熟

練，則使用計算機輔助估商的計算或是

提供九九乘法表。 

個案一是五年級的學習障礙生，三

年級的除法學習內容卻遺忘了。個案二

經過原班的教學介入後，仍沒有學會除

法的學習內容。個案三是四年級，已具

備除法基本能力，但是除法文字題的理

解仍有困難。三者皆有接受特教服務，

但已確定無重複介入除法的策略，介入

的順序將從最需要協助的高年級個案一

開始，然後是個案二，最後是除法計算

能力較佳，但文字題無法作答的個案

三。三者介入的時間地點皆固定，個案

三因為除法計算能力較佳，所以在針對

計算的教材部分有做刪減，著重在文字

題的部分。 

 
表 1 

個案基本資料 

個案姓名 個案一 個案二 個案三 

年齡／年級 5 年級 3 年級 4 年級 

特殊身分 
學習障礙 

（次類別：數學障礙） 

學習障礙 

（次類別：書寫障礙） 

學習障礙 

（次類別：數學障礙） 

魏氏智力測驗四版 

全量表智商：85 

語文理解：97 

知覺推理：97 

工作記憶：75 

處理速度：78 

全量表智商：91 

語文理解：105 

知覺推理：99 

工作記憶：100 

處理速度：65 

全量表智商：91 

語文理解：101 

知覺推理：89 

工作記憶：91 

處理速度：92 

基礎數學概念評量 

加法正確率 1.00 

減法正確率 0.84 

九九乘法正確率 1.00 

加法正確率 1.00 

減法正確率 0.68 

九九乘法正確率 1.00 

加法正確率 1.00 

減法正確率 0.95 

九九乘法正確率 0.80 

起點行為評估 
自編測驗 

減法正確率 0.80 

九九乘法正確率 0.90 

除法計算題 0.25 

除法文字題 0.25 

減法正確率 0.90 

九九乘法正確率 0.90 

除法計算題 0.25 

除法文字題 0.00 

減法正確率 1.00 

九九乘法正確率 1.00 

除法計算題 0.75 

除法文字題 0.00 

中文認字量表 達小五程度 達小三程度 達小二程度 
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三、介入方案 
（一）教材設計 

基本的除法概念為被除數、除數、

商以及餘數。被除數就是拿來被平分或

分裝的數，除數就是要分裝或平分的數

量，商就是分裝完或平分完的數量，餘

數就是被除數無法被整除所剩下的數

量。在國小數學課程中最常見的為「包

含除」和「等分除」的概念運用。「包含

除」為分裝的概念，將物品依照某個數

量下去包裝。「等分除」為平分的概念，

將物品平分成固定數量的份數。當分裝

或平分完後，不一定整除，剩下不夠平

分或分裝的部分即為餘數，重要的概念

為餘數必須比除數小，否則仍然可以再

平分。 

進行除法計算時，被除數、除數以

及商的位置要正確，計算過程中要會估

商，判斷商數是否正確，當餘數大於除

數時，表示低估商數，必須增加商數，

讓餘數小於除數，才執行下一位數，下

一位不夠除時，商數需要補零。研究者

依照被除數、商，以及除數的數值大小，

將除法教材分為計算題和文字題兩部

分，先進行計算單元教學，後進行文字

題教學。計算題的垂直變化依序為：二

位數除以一位數（整除），三位數除以一

位數（整除），二位數除以一位數（有餘

數），三位數除以一位數（有餘數）。文

字題的垂直變化依序為：等分除，包含

除，以及除法在生活情境應用（如：搭

車所需車輛數，物品比價，均攤費用

等），至於水平替換則從數字，語詞，語

句幾方面做調整。本研究之替換式數學

教學問題結構單垂直替換及水平替換的

示例見表 2。 

（二）教學流程 

本研究每節教學時間為 40 分鐘，每

節課有準備活動、發展活動以及綜合活

動，教學流程示例見表 3。替換式數學

介入方案由研究者實施，教學目標為能

計算三位數除以一位數的計算題以及文

字題，實施時間為外加式的時間，如午

休、課後照顧以及放學後補救教學時

間，依學生能配合的時間再調整，每週

2 堂課，皆為一對一授課。總共課程共

有 7 個單元，每個單元預計上一節課，

各單元規劃如表 4，研究者會依學生學

習狀況是否達成預設的標準而增加或減

少單元的授課節數。資料點的蒐集（除

法測驗）皆在課程後馬上實施，限時 15

分鐘。 

替換式數學方案初稿編寫完成後，

研究者請特教系教授審核方案的內容效

度。專家建議將 0 的除法可以放在最後

一節。引起動機可先統整上一節的東

西。先教完整除的計算後，再教有餘數

除法，最後才文字題。研究者參考專家

的意見調整調整教學方案的內容以及目

標，並在正式介入前做前導研究，前導

研究的個案為教師推薦一名三年級在除

法學習有困難的學生，實施後發現被除

數在除完高位數字後的餘數和下一位數

字放下來的移動容易影響學生答題正確

率，使用簡報軟體呈現較無法及時因應

學生反應修正算式，因此，在呈現算式

過程中視學生情況加入有格子的除法直 
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表 2  

垂直替換與水平替換示例 

類別 垂直替換 水平替換 

二位數除以一位數（整除） 
商為一位數或二位數 

16÷2=8…0 數字替換 

24÷2=12…0 數字替換 

三位數除以一位數（整除） 
商為三位數，無 0 
商為三位數，有 0 
商為二位數，無 0 
商為二位數，有 0 

224÷2=112…0 數字替換 

204÷2=102…0 數字替換 
200÷2=100…0 數字替換 

124÷2=62…0 數字替換 
120÷2=60…0 數字替換 

二位數除以一位數（有餘數） 
商為一位數或二位數 

17÷2=8…1 數字替換 
25÷2=12…1 數字替換 

三位數除以一位數（有餘數） 
商為三位數，無 0 
商為三位數，有 0 
商為二位數，無 0 
商為二位數，有 0 

225÷2=112…1 數字替換 
205÷2=102…1 數字替換 

201÷2=100…1 數字替換 
125÷2=62…1 數字替換 

121÷2=60…1 數字替換 
等分除文字題 
二位數除以一位數 
三位數除以一位數 

有 120 顆糖果，要分給 5 個人，請問一個人

可以拿到幾顆糖果？ 
答：24 顆糖果 

數字替換 
語詞替換 
語句替換 

包含除文字題 
二位數除以一位數 
三位數除以一位數 

有 120 顆糖果，6 顆糖果裝成一袋，可以裝

成幾袋？ 
答：20 顆糖果 

數字替換 
語詞替換 
語句替換 

生活情境題 
二位數除以一位數 
三位數除以一位數 

14 個人搭計程車，4 個人搭一輛，要幾輛計

程車才夠？ 
答：4 輛 

數字替換 
語詞替換 
語句替換 

6 個肉包要 150 元，1 個肉包要多少元？ 
答：25 元 

數字替換 
語詞替換 
語句替換 

泡麵，3 袋裝要 135 元， 5 袋裝要 122 元，

請問哪一種比較貴？ 
答：3 袋裝的比較貴 

數字替換 
語詞替換 
語句替換 

5 個人去用餐共花了 600 元，平分花費，1
個人要付多少錢？ 
答：120 元 

數字替換 
語詞替換 
語句替換 
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表 3 

教學流程 

活動 
時間 

（分） 
教師示範 學生課中練習 

學生 

評量 

準備

活動 
5 

1. 一開始說明課程內容、方式、課程目

標以及評量方式 

1. 一開始能說出上課的時

間、地點和方式。 

 

2. 複習前一堂所教學的部分 

3. 每堂教師示範估商技巧，示範完請學

生講出每個步驟 

（寫一個三位數除以一位數直式除法，遮

住十位以及個位，留下百位，用九九

乘法估商，減完後教師示範放聲思

考，餘數是否小於餘數，確定無誤後

把遮住的十位繼續呈現，放置餘數旁

再繼續估商，重複這樣的步驟） 

2. 口頭回答 

3. 能說出步驟 

（教師只有一步驟一步驟

的計算，請學生說明這

一步是不是對的，下一

步怎麼做） 

 

4. 複習九九乘法（教師給予數字，學生

用固定的數字乘到最接近的數） 

5x（   ）＝25 

5x（   ）最接近 26 

4. 能使用固定數字乘出最

接近老師給的數字 

 

發展

活動 
 30 

1. 教師先說明概念（用具體表徵和生活

情境例子）教師舉例包裝食物或分糖

果 

1. 回答類似生活的情境例

子 

 

2. 示範垂直替換例題（明確教學），如果

學生不能懂，再換策略或例子或是使

用適合的表徵提示（建立鷹架） 

2. 能說出示範例題的每個

步驟意思 

 

3. 評量學生的水平例題解題歷程，給予

回饋（解題歷程檢核單，更正學生的

錯誤） 

3. 練習水平例題  

綜合

活動 
5 

1. 統整本節課學習的內容並簡單複習概

念 

1. 重複敘述概念 做除法

測驗 
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表 4 

替換式數學除法單元規劃 

單元 主題規劃 

單元一 二位數除以一位數（商為二位數或一位數）整除，九九乘法 

單元二 三位數除以一位數（商為三位數或二位數）整除，補 0 的技巧 

單元三 二位數／三位數除以一位數，有餘數，餘數的合理性 

單元四 包含除文字題 

單元五 等分除文字題 

單元六 餘數的使用文字題 

單元七 生活物品單價的計算文字題以及平均花費的文字題，除法迷思 

 
式表格，過程中以簡報為主，如有需要

再加白板計算示範。 

（三）教材與教學的垂直與水平替換 

教學前將三位數除法的概念分析後

垂直替換概念分成七個單元細項。針對

這七個單元做水平的替換，計算題主要

用數字替換，讓計算過程趨於一致，如

二位數除以一位數的結果可能商為二位

數或一位數，是否有餘數，中間再逐步

進入商為三位數，加入需補 0 的類型。

文字題除了數字的替換外，主要是採取

情境、語詞、語句等的替換，讓學生學

會不同情境的文字題解題教學中策略替

換。 

教學者依據學生除法計算與文字解

題的錯誤，採取若干教學策略因應，茲

說明如下。 

1. 計算題方面 

(1)計算過程不理解 

透過實際物品數量的分配或包裝或

是鈔票的分配，每一步驟配合圖片的操

作讓學生了解計算過程的原因，特別是

三位數字中，百位除完，為何餘數要和

十位一起算，可透過鈔票的百元換成十

元的歷程讓學生了解。如果步驟不熟練

則加入簡單的步驟記憶策略（乘法、減

法、下一位數字掉下來）。 

(2)估商錯誤──餘數過大 

熟練九九乘法。練習乘到最接近被

除數且不超過的數字，或是發現餘數過

大的時候，再重複計算，將餘數當作被

除數，再除一次，最後的商全部加起來。 

(3)估商錯誤──忘記補 0 

要求不管學生是否能一次將九九乘

法背出，皆須一位一位去除，不夠的地

方就要補 0，比如 24 除於 3，即使 2 明

顯不夠除，仍需要補 0在商數（寫成 08）。 

(4)數字位置錯誤 

在計算過程中加入格子及陰影，讓

學生比較好將數字排整齊，或是將數字

做成數字卡，讓學生用操作的方式排列

數字卡，較容易將計算過程排列整齊。 

2. 文字題方面 

(1)題意不理解不會列式 

用簡報的圖片及動畫實際說明題目

的涵義，關鍵句子可以透過劃記或加粗
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來讓學生了解那些句子有平分和分裝的

意思。 

(2)答的單位寫錯 

讓學生練習觀察問號前的句子或是

用圈選的方式留意答的單位為何。另一

種方式則是在直式中的每一個數字加入

單位，讓學生更清楚被除數、除數以及

商數的單位是什麼，這樣就能了解單位

的變化。 

（四）教學一致性檢核 

整個教學過程會錄影，教學介入

完，抽選 3 堂課（四分之一的節數）的

錄影請校內一位有數學教學經驗的普通

班老師觀看，並透過「教學方案介入完

整性檢核表」檢核程序信度，檢核項目

如垂直替換的示範，學生水平替換的演

練等教學步驟是否有實行。教學之介入

完整性比率公式如下：實際達成步驟／

應達成之步驟×100%。研究結束後介入

的完整性比率為 80%，評分者表示基本

上都有維持替換式數學的程序，未能達

成部分原因為在設計步驟時設計較細，

比如驗證餘數的合理性在教導整除的題

型並未需要執行此步驟。 

 

 

（五）教學成效評量 

教學成效評量使用自編除法測驗，

共有 20 個複本，皆遵循相同架構，有計

算題和文字題兩大部分，各有 5 題，共

10 題，數字皆為三位數除以一位數。計

算題的類型為「商為三位數無須補 0」1

題、「商為三位數需補 0」2 題，「商為二

位數補 0 和不須補 0」各 1 題，5 題中 3

題有餘數。文字題的類型為「等分除文

字題」1 題、「包含除文字題」1 題，以

及「生活情境題」3 題。 

初稿編製完成後邀請三位特教系教

授及一位資深中年級的教師進行內容效

度的檢核，專家提供的意見包括：題數

可增加；文字題評分方式可再細分；部

分文字題描述會影響難度，一些較抽象

的用詞如「分攤」、「划算」、「看診」等

可再修正。另外從 20 份中隨機抽選 4

份，請 23 位國小四年級已學過三位數除

以一位數的學生進行預試，表 5 為複本

間皮爾森積差相關分析，顯示複本多達

顯著水準為 0.01 時達顯著相關，只有第

一份和第四份的相關未達顯著，但它們

又各自與第二、三份有顯著相關，所以

仍予以保留。 

 
表 5 

自編除法測驗複本之相關係數 

 第一份 第二份 第三份 第四份 

第一份     

第二份 .766**    

第三份 .682** .706**   

第四份 .391 .578** .632**  

註：**代表相關性在 0.01 層級上顯著（雙尾）。 
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計算題計分方式為計算過程正確得

一分，括號內填入正確答案得一分，計

算部分滿分 10 分。文字題計分方式為文

字題列出式子或說明題意得一分，計算

過程正確得一分，寫出正確答案和單位

得一分，文字題滿分 15 分。除法測驗包

含計算與文字題各五題，合計 25 分。 

肆、結果與討論 

一、結果 

三位個案在各階段除法測驗得分正

確率如圖 1 所示。研究結果除了呈現除

法測驗整體正確率外，各階段之計算題

與文字題之平均得分與作答時間（見表

6），個案在不同階段及不同題型的表

現，茲說明如下。 

（一）個案一 

1. 除法測驗整體表現 

個案一在基線期除法測驗平均正確

率是 18.67%，呈現水平的趨勢，符合預

期未改善的狀況；在介入期時，經過 7

次教學後，平均正確率為 60.57%，趨勢

是呈現正向的，最後三點達到標準(80%)

後，隔週進入維持期；在維持期的平均

正確率是 81.33%，趨勢仍保持穩定正

向。介入期與基線期的平均水準變化為

41.90%，趨勢的變化為正向，重疊率為

0%表示有立即效果；維持期與介入期的

平均水準變化為 20.76%，重疊率為

100%，趨勢的變化仍保持無變化，表示

有維持效果。 

 

 

2. 除法計算題表現 

個案一在基線期、介入期、維持期

之計算題平均得分，分別為 2 分、6.86

分、8.67 分，計算正確性逐步提高。在

基線期、介入期、維持期之平均作答速

度，分別為 4 分鐘、3 分 56 秒、3 分 33

秒，平均花費時間並沒有相差太多。從

作答錯誤分析來看，個案一最大的困難

在於補 0 的技巧，以及估商的正確與流

暢性，個案常常需要花很多時間在估商

上，無法直接敏銳的乘出接近的數字。

教學者因應的策略是直接請個案把九九

乘法寫出來再來判斷，但即使使用這樣

的策略，到了維持期仍會有這樣的困

難，只是錯誤會減少許多。 

3. 除法文字題表現 

個案一在基線期、介入期、維持期

之文字題平均得分，分別為 2.67 分、8.29

分、11.67 分，文字題的正確性逐步提

高。在基線期，介入期，維持期之平均

作答速度，分別為 5 分 2 秒、6 分 11 秒、

6 分 29 秒，平均花費時間反而增加，可

能是基線期個案用簡單的加減乘去計

算，所以，時間較短但正確率也低。從

作答錯誤分析來看，個案一在基線期主

要的錯誤為不會正確列式，但在介入期

第四個點開始接受文字題的教學後，文

字題成績開始進步，個案一最大的困難

在於餘數使用商加一的單元（如：14 個

人搭計程車，4 個人搭一輛，要幾輛計

程車才夠？），這類題型即使到維持期還

是未精熟。 
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圖 1 三名個案各階段除法測驗得分正確率。 

註：介入期與維持期的//表示隔週。 
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（二）個案二 

1. 除法測驗整體表現 

個案的初始基線探測為 8，在個案

一達到預定標準的第一點(80%)時，個案

二即開始蒐集基線期資料，基線期排除

初始基線的平均水準是 0，趨勢呈現穩

定無改善，比預期中經過原班教學後會

進步一些的狀況還要差，因為相較初始

基線探測是退步的，同時可以知道沒有

產生基線行為共變；在介入期時經過 9

次教學後，平均正確率 55.56%，趨勢是

呈現正向的，最後三點達到標準(80%)

後，隔週進入維持期；在維持期的平均

正確率 80%，仍保持水平的趨勢。介入

期與基線期的平均水準變化為 55.56%， 

趨勢變化為正向，重疊率為 0%，表示

有立即效果；維持期與介入期的平均水

準變化為 24.44%，重疊率為 100%，趨

勢變化為正向，表示有維持效果。 

2. 除法計算題表現 

個案二在基線期、介入期、維持期

之計算題平均得分，分別為 1 分、6.44

分、9.67 分，計算正確性逐步提高。在

基線期，介入期，維持期之平均作答速

度，分別為 5 分 32 秒、6 分 23 秒、3

分 43 秒，平均花費時間在基線期與介入

期並沒有相差太多，直到維持期才有明

顯的變化。 

在介入期開始接受連續 4 節課的除

法計算教學，發現個案的計算錯誤反應

與基線期相同，所以，額外加入記憶策

略（除法計算步驟：乘法、減法、下一

位數字掉下來），數字用具體圖卡操作，

讓學生移動圖卡來體會下一位數字放下

去的意思，但是仍不是很熟練，故第四

次介入教學，改在直式畫格子和陰影提

示個案，等到個案掌握除法規則後，再

褪除成一般空白直式。整體來看，個案

二的估商的速度只有部分可以直接乘

出，多數仍需從乘 1 開始尋找適合的數

字，也容易犯乘數過大，餘數過大，數

字移位錯誤，小數減大數，誤用補 0 規

則。 

3. 除法文字題表現 

個案二在基線期、介入期、維持期

之文字題平均得分，分別為 0 分、8.40

分、10.33 分，文字題的正確性逐步提

高。在基線期、介入期、維持期之平均

作答速度，分別為 6 分 18 秒、8 分、10

分 42 秒，平均花費時間反而增加，但需

要把正確性一併考慮，基線期對於文字

題都無法正確回答，所以時間看似比較

短，不代表比較好。在介入期時，全部

的題型都已經學會，錯誤類型只剩下單

位寫錯及數字抄錯。針對單位弄錯的部

分，教學者讓個案在直式的數字旁寫上

單位。在維持期的時候，個案二已經遺

忘商加一的題型和列式中被除數和除數

擺放的位置，將除數和被除數兩者錯置。 

（三）個案三 

1. 除法測驗整體表現 

個案三的初始探測的正確率為

32%，在個案二第一點達到預定標準

(80%)時，個案三即開始蒐集基線期資

料，基線期排除初始探測的平均正確率

為 41.33%，雖然基線平均正確率比初始

探測高，趨勢是呈現負向，仍有介入的

需求，符合預期的狀況。另外，因為個
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案三與個案二及個案一是不同學校的，

也排除學校老師額外的教學介入，可以

確定不會有基線行為共變；在介入期時

經過 5次教學後，平均正確率為 80.80%， 

趨勢是穩定正向的，最後三點達到標

準，隔週進入維持期；在維持期的平均

正確率為 82.67%，趨勢仍保持穩定正

向。介入期與基線期的平均水準變化為

38.47%，趨勢變化為正向，重疊率為

0%，表示有立即效果；維持期與介入期

的平均水準變化為 1.87%，重疊率為

100%，趨勢變化保持無變化，表示有維

持效果。 

2. 除法計算題表現 

個案三在基線期、介入期、維持期

之計算題平均得分，分別為 7 分、8.40

分、10 分，計算正確性逐步提高，但進

步不是很明顯，主因為個案三一開始就

有一定的基礎，所以無法非常明確看出

差異。在基線期、介入期、維持期之平

均作答速度，分別為 3 分 34 秒、3 分 9

秒、2 分 32 秒，計算時間是三位個案中

最快的，基線期和介入期階段間的差異

不大，維持期時間有較明顯的減少。個

案三在起點行為評估時，除法計算的正

確率就有 0.75，所以，不純然是介入的

效果，只是介入後，計算正確率更高，

速度更快。從作答錯誤分析來看，個案

三對於估商的正確性以及餘數的合理性

的概念可能並不是那麼熟悉才導致失

分。 

3. 除法文字題表現 

個案三在基線期、介入期、維持期

之文字題平均得分，分別為 3.33 分、

11.80 分、10.67 分，文字題的正確性逐

步提高。在基線期、介入期、維持期之

平均作答速度，分別為 4 分 40 秒、7 分

17 秒、10 分 23 秒，平均花費時間反而

增加，但需要把正確性一併考慮，基線

期文字題的平均得分僅有 3.33（約兩成

的正確率），所以時間看似比較短，不代

表比較好，個案三在基線期都是加、減、

乘去計算，所以花費時間較短，從作答

錯誤分析來看，個案三主要的困難是理

解題意，特別是餘數使用商加一的單

元，這部分只在單元教學介入完的除法

測驗答對，進入維持期就完全遺忘。另

外，個案三常不定時出現的錯誤為單位

錯誤，因此教學過程中，教師會詢問除

法直式各個數字的涵義，確保個案瞭解

數字的單位，但狀況仍不夠穩定，推測

原因可能是撤除介入太快，僅接受 3.5

節文字題介入教學。 

二、討論 

綜合三名個案在替換式數學教學介

入後，除法測驗的正確率在介入期比基

線期高，撤除教學介入後，維持期仍保

有與介入期差不多的表現，可知替換式

數學對數學學習困難學生除法計算及文

字題有立即與維持成效。本研究結果與

林和秀(2014)、許瓊文(2015)、郭亭纖

(2015)、黃美潔(2015)、謝妙倖(2015)、

羅秀珍(2017)的研究結果相似，亦支持

替換式數學結構單以及教學設計是有成

效的。替換式數學之所以有效的原因，

以及教學實踐時遭遇困難的因應策略，

茲分述如下。 
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表 6 

三名個案在不同階段除法計算與文字題之平均得分與答題時間 

階段 基線期  介入期  維持期 

題型 計算 文字題  計算 文字題  計算 文字題 

個案一 
2 

(4:00) 

2.67 

(5:02) 
 

6.86 

(3:56) 

8.29 

(6:11) 
 

8.67 

(3:33) 

11.67 

(6:29) 

個案二 
1 

(5:32) 

0 

(6:18) 
 

6.44 

(6:23) 

8.4 

(8:00) 
 

9.67 

(3:43) 

10.33 

(10:42) 

個案三 
7 

(3:34) 

3.33 

(4:40) 
 

8.4 

(3:09) 

11.8 

(7:17) 
 

10 

(2:32) 

10.67 

(10:23) 

註：（）內表示時間，單位為分：秒。 

 

（一）教師要精熟內容並隨學生差異調

整 

研究者認為教學者有三個部分需特

別注意，第一部份是教師本身對於數學

知識的理解透徹，本研究的除法除了參

考數學課本的題型去分析之外，也參考

了楊瑞智(1997)、劉秋木(2009)和 van De 

Walle (2001/2005)數學科教材教法專書

進行除法的概念性知識和程序性知識編

題，才可以將垂直替換與水平替換的結

構單設計成較為結構化。第二部分需要

了解學生的能力現況及其因應策略，本

研究整理文獻分析數學困難學生各個方

面的特徵，並針對除法部分的錯誤類型

去因應調整策略。第三個部分是策略的

替換或調整結構單，因為學生有個別差

異，一樣的除法教學往往會有不同的反

應與錯誤類型，替換式數學對於這樣的

狀況有提到需要替換教學策略與技巧或

調整結構單的設計，本研究主要的考量

是因應學生個別差異替換策略，不考慮

調整垂直替換設計是因為分得更細，一

方面會讓知識更零碎，另一方面會讓授

課的節數拉長，所以只考量替換策略。

針對錯誤類型去替換策略很需要教師本

身經驗的累積與對教學法的知能，這是

在替換式數學執行面上可能會遇到的挑

戰。 

（二）提升作答正確率不只是多做練習

題 

教學過程中，學生除了從老師的示

範與解釋中學習，亦可以對照水平例

題，比如寫到水平例題 2 的時候不太確

定該怎麼算，學生可以參考前面的範例

或水平例題模仿運算，個案二在研究過

程中有發現原來水平例題都是同類型的

題目，所以解題的方式都一樣。另外，

研究過程發現水平例題雖然學生的反應

是不錯的，實際上在真實能力上並未達

到，如個案一的教學反應多是獨立完成

與引導完成，在測驗評量卻不如預期，

於是讓他將同樣的一份結構單當回家功

課加強練習，在除法測驗馬上見效，可

惜效果並沒有維持到下一次評量，因此
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未來建議除了原本的水平替換練習，可

加入重視理解的練習方式，比如學生自

己模仿題型出題並解題，讓學生更了解

題型的意思與架構，進而解題。 

在學習單的設計上，學習障礙學生

在寫原班課本習作可能會遇到題目轉換

過快或水平練習不足的問題，導致很難

從中得到成就感。資源班的學習單雖能

簡化、減量設計讓學生較能理解，假使

教學規劃缺乏整體性，無法將數學單元

中的內容如替換式數學使用垂直替換的

方式有系統地呈現，即使讓學生寫例

題，大多數一到兩題就結束了，便難以

觀察學生更多的能力表現，而且例題的

變換沒辦法如替換式數學有系統的使用

數字、語詞、語句順序和情境等的方式

修改題目，以致於學生只能學到片段的

知識，沒有學到整個單元的重要概念。 

（三）除法計算困難與調整策略 

三位個案經替換式數學介入後，除

法計算正確率皆有提高。除法計算的錯

誤類型大抵包含了估商錯誤，有忘了補

0，餘數過大，以及乘太大的數字並且小

減大；粗心錯誤，數字填寫錯誤以及抄

寫題目錯誤；計算規則混淆，排列數字

沒有對齊；計算速度慢，需從乘一開始

背九九乘法，以及判斷數字的大小適不

適合導致計算速度非常慢。這些錯誤類

型與冷月琴 (2012)、林淑芬與黃建中

(2019)及楊招謨(2008)的研究結果相似。 

本研究針對個案的錯誤類型如估商

錯誤以及忘記補 0，有使用替換式數學

所提到的替換策略，如計算規則簡單化

的策略：(1)一律從被除數的百位開始估

商，不夠就補 0；(2)位值排列沒有對齊

則在直式上畫表格和陰影做提示；(3)計

算規則混淆則用記憶策略輔助，幫助學

生學習除法的計算。  

從除法計算題所花費的時間來看，

個案一和個案三的計算時間並沒有太大

的進步，個案二花費的時間則有稍許的

減少，前兩位的結果與柯華葳(2005)和

洪儷瑜、連文宏(2017)的結果相似，數

學學習困難的學生即使正確性提高，計

算速度可能依舊不變。根據過程的觀

察，主要是估商花費的時間過長影響除

法計算，常常需要從乘 1 開始，嚴重的

個案如個案一甚至連判斷是否適合都無

法，只是維持原本無效率的做法，如把

九九乘法全部寫出來，再判斷哪個數字

是否適合，故無法有效提升作答速度。 

（四）除法文字題解題困難與調整策略 

三位個案經替換式數學介入後，除

法文字題解題的正確性有提高，除法文

字題的錯誤類型大抵包含了用加減乘去

計算、單位寫錯、除數和被除數顛倒以

及單位搞不清楚。這些錯誤類型與冷月

琴(2012)、林淑芬與黃建中(2019)及楊招

謨(2008)的研究結果相似。 

針對這些錯誤類型，本研究有替換

使用一些策略，除了原本的表徵設計，

加入了問學生算式中的數字的意義與單

位；從題目中尋找答案單位的捷徑方法

──找問號前的文字敘述；至於誤用加

減乘計算問題，只要學生了解題意之

後，這樣的錯誤就比較少發生了。至於

個案二將除數與被除數位置錯置是比較

意料之外的錯誤，在介入過程中有出現
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過，但沒有做任何策略調整就改善了，

沒想到此錯誤突然在維持期又冒出來，

經觀察可能是直式的數字順序過度類化

到橫式上面，因為個案仍然解出正確的

答案。 

除法文字題的學習仍有部分題型未

達成，個案一、個案二及個案三的文字

題在餘數使用，商需要額外加一的題型

皆有困難，個案一的狀況是未能學會，

個案二和個案三在立即成效上有所展

現，無法穩固的在維持期呈現出來，雖

然在教學過程中，個案都能用模仿的方

式解題，表示原本的圖示表徵來幫助學

生理解題意仍稍嫌不足，可能仍需替換

更為精緻的題目理解策略來輔助。 

（五）作答速度與正確性的使用情況 

在「基礎數學概念評量」（柯華葳，

1999）中，受測者的表現分兩種，一是

時間限制內完成的正確題數（正確／全

部），一是作答題數中有多少正確回答的

題數（正確／做完），前者兼顧正確性與

流暢性，後者僅考慮正確性。本研究有

針對各階段計算與文字解題的平均得分

和答題時間進行分析，認為答題時間要

將正確率一併考慮才有意義，如果正確

率不高，時間短也是枉然。就計算和文

字題兩部分來說，計算的歷程較為單

純，三名個案的表現多呈現正確率逐漸

高，時間逐漸減少的趨勢，但是文字題

就不一定，它涉及的歷程包括讀題、理

解題意、將文字轉成數學式子、計算，

還要弄清問題要問什麼，數字的單位，

餘數和商的關係等，計算僅是其中一項

技巧而已，本研究發現個案在文字題方

面雖然正確率逐漸提升，但是時間並不

像計算呈現縮短的趨勢，顯現作答速度

和正確性之間的落差。作答速度似乎比

較適用於單純技能（如計算）是否進步

的指標。 

伍、結論與建議 

一、結論 

透過單一個案研究法之跨參與者的

多探測設計，三位國小中高年級之數學

學習困難學生經替換式數學介入後，在

三位數除以一位數之整數除法測驗（包

括計算與文字題兩類）之正確率有立即

成效和維持成效。 

從解題歷程來看，三位個案對於替

換式數學的介入反應有共通性也有個別

差異。三名學生在除法計算之正確率有

明顯提升以及時間變短的趨勢，但流暢

度尚未達 100%精熟。個案常常需要花

很多時間在估商上，無法直接敏銳地乘

出接近的數字，除法運算中所倚賴的乘

法和減法技能如果不熟悉將影響除法計

算。另外，三名學生在除法文字題之正

確性亦較基線期明顯提升，但是時間並

沒有明顯減少的趨勢。 

三名個案針對原本規劃的教學介入

方案反應各不相同，因此，研究者在教

學過程中亦有針對其反應替換不同的教

學策略，如：針對個案二加入記憶策略，

數字用具體圖卡操作，讓學生移動圖卡

來體會下一位數字放下去的意思，但發

現仍不熟練，故改在直式畫格子和陰影

提示個案。針對個案三會混淆除數、被
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除數、商、餘數所代表的單位，教學者

會多詢問除法直式各個數字的涵義，確

保個案瞭解數字的單位；才讓學生的學

習得以有成效。最後，文字題仍有部分

題型（如：商需要額外加一的題型）學

生感到困難，顯示替換適合策略在替換

式數學教學中可能是極為重要的一環。 

二、建議 

根據研究結果提出以下幾點建議。

在研究上可探究計算速度是否有可能再

提升？假使速度慢是數學障礙者的核心

特質，難以改變，是否就要尋找其他替

代策略，如允許使用計算機或直接查看

九九乘法表當輔助？再者，教學策略的

替換是否與個案特質產生交互影響？在

教學實務上，如何設計結構單和靈活運

用策略也是值得進一步思考。 

（一）計算速度能否提升的探究 

本研究中有針對除法計算的部分做

介入，研究結果顯示學生在除法的計算

正確性是有進步的，不過在會算的基礎

上仍有進步空間。研究過程有固定施測

時間，並且紀錄個案的作答時間，結果

發現個案所花費的時間並沒有太大的差

別，推論其原因可能因為三位個案的計

算過程仍須用手指輔助計算或是重複念

讀九九乘法好幾次才能找到適合的商，

這會影響學生的工作記憶與正確率，或

在閱讀題目過程使用無效的解題策略，

因此，建議可以再另外設計一些關於數

感的垂直替換，教學生使用效率較高的

計算技巧。 

假使速度提升成效依然十分有限，

是否另外尋找替代方案，降低計算困難

學生的認知負荷，使其有更多的餘裕思

考數學問題？本次十二年國民基本教育

課程綱要「數學領域」（教育部，2018）

修訂時，即提及數學教學應培養學生正

確使用工具的素養，計算機的使用便是

其中一種，若能正確使用工具也符合現

今數學教育的基本理念。 

（二）替換策略與個案學習特質關係探

究 

本研究有針對個案的狀況，綜合運

用多個不同的教學策略，如計算程序的

記憶策略、直式畫格子的策略；文字解

題策略如省略計算，只要閱讀題目說出

題意列式、詢問數字含意等，很難確定

某一特定策略對個案的效果，是否會隨

個案的學習特質而有不同？建議未來研

究可尋找同樣特質的學生，如數學學習

困難合併書寫障礙，交替介入這些額外

的策略像是空格和陰影提示策略，檢驗

是否能有效幫助學生。 

（三）水平替換學習單之運用與設計 

有時候學生在水平替換的練習全

對，並不代表真的完全學會，可能是遺

忘，或不夠精熟，或只是把計算的方式

硬生生的記憶下來，因此建議結構單可

以多印一份同樣的讓學生當回家功課或

是增加水平替換的題數，不過到底學生

要多少水平替換的題目才能達到精熟很

難去估計，只能透過評量才能確定學生

是否學會。除了增加水平替換的練習

外，可以讓學生嘗試自己編寫類似的水

平替換題型並練習，一方面讓學生更了

解題型設計，另一方面增加熟練度。 
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（四）替換式數學之策略替換有彈性 

研究者主要使用「具體──半抽象

──抽象表徵」的策略，雖能幫助學生

了解計算的規則以及文字題的題意，有

時仍無法一勞永逸，可能當下學生懂為

什麼是這樣，但是並沒有把過程該怎麼

算的程序性知識記下來，仍然需要其他

策略幫忙。此亦表示教師必須對於數學

概念通透並擁有多元的教學策略，因應

不同狀況進行調整。 
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Abstract 
This study was aimed to analyze the effects of substituted-mathematics instruction on 

calculation and word problems of division for elementary students with mathematics learning 
difficulties. The research method was a multiple probe design across participants. Three par-
ticipants were 3rd-, 4th-, and 5th-graders with mathematics learning difficulties. Data were 
presented through graphic method and visual inspection to analyze the effects of substitut-
ed-mathematics instruction. The results of this study indicated that substituted-mathematics 
instruction had immediate and maintenance effects on calculation and word problems of di-
vision for the students with mathematics learning difficulties. The intervention was more ef-
fective for division calculation than word problems in terms of accuracy and fluency. Three 
students with mathematics learning difficulties had different responses to substitut-
ed-mathematics instruction. Flexible use of substituted strategies was important for success-
fully executing this math program. 
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