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摘要 

本研究目的在於以可觀察學習成果結構(Structure of the Observed Learning Outcome, 

SOLO)分類法與修訂版 Bloom 分類法為評價工具，分析高中數學資優生之解題表現，探討

其解題思路的結構層次與樣貌。本研究採用個案研究法與顯性特徵分析法之研究設計，立

意選取六位高中數學資優學生，收集六位個案學生在數學競賽培訓課程的解題實作測驗資

料，參照兩種分類法之理論架構，分別整合成用以分析學生解題表現的評價規準，探討其

解題思路在兩種分類法的結構層次及其發展途徑之樣貌。研究結果有：(1)六位個案學生之

整體數學解題表現的評價結果，在 SOLO 方面，均已達到擴展抽象結構層次；在 Bloom 修

訂版方面，其知識向度均已達到後設認知層次，而認知歷程向度亦皆達到創造層次。(2)六

位個案學生之數學解題表現，都出現個數不一之 U-M-R 迴圈或路徑的解題思路；同時，研

究發現六位個案學生的解題表現在 SOLO 之結構層次愈高，其所展現的 Bloom 之知識與認

知歷程層次也愈好。在學生評量應用的蘊涵上，其意義揭示透過 SOLO 與修訂版 Bloom 分

類法之質性評價，可以讓高中數學資優生的數學解題思路變得更加可觀察。 
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壹、緒論 

一、研究動機 

依據臺灣十二年國民基本教育暨普通

型高級中等學校──數學領域之基本理念

與課程目標，期望學生能達成「培養運用

數學思考問題、分析問題和解決問題的能

力」（教育部，2013），此理念與當代數學

教育改革之趨勢一致（如 National Council 

of Teachers of Mathematics [NCTM], 

2000）。可見，數學解題一直是數學教育的

重心，也是學習數學的主要手段(NCTM, 

2000)，更是強調培養學生應用所學解決現

實問題的數學素養(Organisation for Eco-

nomic Cooperation and Development 

[OECD], 2016)。是故發展數學解題的能

力，會直接影響學生的數學素養，顯見其

重要性（劉致演、秦爾聰，2018）。 

數學解題活動以學生為中心，而影響

其數學解題表現之心智活動的核心是解題

思路，即解題時所顯現的心理特徵與解題

特徵(Krutetskii, 1976)。這樣的解題思路，

會因不同心智發展的專家與生手而有所差

別（張景媛，1994），尤其是數學資優生可

能會展現出許多與一般生不同的心智特質

(Krutetskii, 1976)。例如，一些國內外學者

（呂玉琴、呂佳蓉，2013；郭靜姿，2003；

劉哲源、劉祥通，2008；顏富明、張靜嚳，

2011；Clark, 2008; Davis et al., 2011）認

為，數學資優生具有與眾不同的思考歷

程，亦具良好邏輯思考與推理能力，以及

洞察問題的直觀能力。此外，Steiner (2006)

也提出資優生在數學解題時比一般生偏好

使用高層次的解題策略之觀點；Seagoe

（1974, 引自 Clark, 2008, p.167）則認為資

優生能創造出原創性的解題策略。基於

此，本研究認為數學資優生應具有解不同

數學問題時之心智活動的高層次特徵，是

適合觀察與分析其數學解題表現，探討其

解題思路的對象。 

關於評價學生數學解題表現的心智發

展，傳統上大都採取量化方法的評量工

具，主要優點是它可以快速地以量化分數

之高低來評價學生解題表現之優劣；然

而，卻無法從中得知其所學到的內容特徵

方式如何產生質的變化。因此，為了探討

高中數學資優生之數學解題所展現的解題

思路，本研究採用 Biggs 與 Collis (1982)

所提出的可觀察學習成果結構(Structure 

of the Observed Learning Outcome, SOLO)

分類理論，作為分析高中數學資優生之數

學解題表現的評價工具之一，針對數學解

題表現以等級描述為基本特徵進行質性評

價，瞭解與探討高中數學資優生之數學解

題思路的心智發展。 

另外，研究者發現過往文獻較少關注

高中數學資優生的數學解題思路。然而，

數學資優生比一般生較能在數學解題歷程

中展現出高階的解題思維模式 (Steiner, 

2006)，其數學解題表現通常會出現一些有

關心理和解題特徵等兩種心智特質

(Krutetskii, 1976)，而高中數學競賽試題的

解題心智活動為一種具高度複雜性的思考

歷程。 

李坤崇(2004)採「修訂版 Bloom 教育

目標分類法」中主類別和次類別的意涵，

指出修訂版Bloom分類法的認知歷程向度

之 6 個類別結構，具有漸增複雜性階層之

特性。鄭蕙如與林世華(2004)認為具有知
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識與認知歷程等兩個向度的修訂版 Bloom

分類法，不僅是一套評量的工具，也是用

以描述學習目標的共通語言，以促進各領

域達到溝通的效果，進而使課程中教育目

標、教學活動與評量能夠更臻一致性。易

言之，故此分類法透過知識與認知歷程向

度所組成之二維矩陣的分析，可將課程、

教學與評量三者連結在一起，足見其應用

在課程計畫、教學活動與評量診斷之設計

與執行的可行性。故以修訂版 Bloom 分類

理論之結構層次來評價學生的解題表現，

亦有其合理性。 

因此，本研究擬針對 36 題高中數學競

賽試題，採取個案研究設計，主以 SOLO

分類理論作為分析高中數學資優生數學解

題表現的評價工具，判斷高中數學資優生

在數學競賽問題之解題表現的心智特徵。

同時，以 Bloom 分類法之知識與認知歷程

作為數學解題表現的基底，針對高中數學

資優生之數學解題表現在修訂版Bloom的

二維矩陣中，繪製其解題思路之 SOLO 結

構層次的漸進路徑圖。也就是說，本研究

將 SOLO與修訂版Bloom分類法之理論架

構，整合成一種評價工具，來分析高中數

學資優生數學解題表現的質性評價模式，

評價與描述其數學解題思路的樣貌，以作

為往後設計高中數學資優培訓教材、指導

數學資優專題課程與進行相關研究時的參

考。 

二、研究目的 

根據上述研究背景與動機，研究者為

了探討高中數學資優生在解高中數學競賽

試題時所展現的解題思路樣貌，有需要發

展具有內涵特徵之結構層次的評價規準作

為分析工具，來質性描述其數學解題思路

的結構層次與心智特徵的漸進脈絡。故本

研究之目的包含下列兩項： 

1. 以 SOLO 與修訂版 Bloom 分類法作為

分析 6 位高中數學資優生之數學解題

實作測驗的評價工具，探討其解題表現

在這兩種分類法的結構層次。 

2. 根據 SOLO 與修訂版 Bloom 等兩種評

價工具的顯性特徵，分析 6 位高中數學

資優生數學解題表現的內涵特徵，探討

其解題思路的樣貌。 

貳、文獻探討 

一、SOLO 分類理論 

（一）SOLO 理論及其架構 

SOLO 分類理論是由澳洲教育心理學

家 Biggs 與 Collis (1982)提出，是一種針對

學習表現以等級描述為基本特徵的質性評

價方法。此理論認為描述學習發展和認知

結構的最佳方法是分析學生的反應，這些

反應會呈現出隱性(tacit)、直覺(intuitive)、

陳述性(declarative)以及理論(theoretical)等

四種不同類型知識，並根據所獲得的知識

推測其內在認知過程的結構，分析其對問

題的深層理解；同時，它亦關注學生反應

與理解的品質，更重視所學到的內容表徵

方式之變化，進而根據其學習表現判斷其

所處的思維發展階層，給予合理的評價。 

SOLO 本質上是一種認知發展的理

論，它以兩種方式描述學習者的認知發

展：其一是思維方式，係指對任務或性質

的反應及其抽象程度；其二是反應成果，

係指以愈益成熟的表現處理相關線索的能

力。因此，Biggs 與 Collis (1991)認為人類

思維方式可透過學習，經歷感覺運動
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(sensorimotor)、形象 (ikonic)、具體符號

(concrete-symbolic)、形式(formal)以及後形

式(postformal)等認知發展方式，逐漸向越

來越抽象的方向發展，並在認知發展的過

程中表現出五個不同結構層次的學習成

果；同時，亦認為這些反應成果可說明學

習者從新手到專家的發展過程中所展現的

某種思維表徵，並針對該表徵方式下的學

習成果進行判斷與分類，故稱為 SOLO 分

類法(Biggs & Collis, 1982)。以下詳加論述

此五種不同的結構層次及其特徵。 

1. 前結構層次(Prestructural level, P) 

此層次特徵基本上是學生缺乏解決問

題的簡單知識，或回答問題時邏輯混亂或

語意反覆，故容易被情境中無關訊息所迷

惑或誤導，不能以任務中所涉及的表徵方

式處理任務。 

2. 單一結構層次(Uni-structural level, U) 

此層次特徵是學生有快速回答問題的

慾望，只關注單一主題或問題的線索，一

找到線索就立即跳到結論，故學生會忽視

問題內部可能出現的其他訊息或矛盾。 

3. 多重結構層次(Multi-structural level, M) 

此層次特徵是學生會使用兩個或多個

線索，卻不能覺察到這些線索之間的聯

繫，也不能對線索進行整合。易言之，學

生找到越來越多正確的相關訊息，回答問

題時能提出多個孤立想法，卻因缺乏整合

的能力，常給出一些支離破碎的反應。 

4. 關聯結構層次(Relational level, R) 

此層次特徵是學生能夠使用所有可獲

得的線索，將問題的一些相關資訊整合成

有結構性的體系，不僅能聯繫多個線索，

引發聯想來回答或解決較為複雜的問題， 

 

亦能夠在過程中進行反向操作，檢查錯誤

和矛盾之處。 

5. 擴展抽象結構層次(Extended Abstract 

level, EA) 

此層次特徵是學生能夠將關聯層次的

結構擴展至一種新的推理方式，並能概括

出一些抽象特徵。顯示此層次學生能表現

出較強烈的研究與創造精神，會歸納問題

並演繹出新的和更抽象的特徵，所得到的

結論不但能拓展問題本身的意義，亦能對

當前學習內容創造更開放且抽象的探究價

值(Jimoyiannis, 2011; Shea et al., 2011)。 

根據上述，可知 SOLO 之五種學習成

果所呈現的結構層次，代表其對某個認知

內容的掌握程度，不僅能作為分析可觀察

學習成果的質性評價工具(Biggs & Collis, 

1989)，亦可為師生提供有用的教與學之回

饋(Mulbar et al., 2017)。 

（二）SOLO 之學習循環發展途徑 

Biggs 與 Collis (1991)透過 SOLO 分類

法之五種不同認知層次，描述學生的思維

方式及其知識類型在學習脈絡中的轉化途

徑，認為不論是在同一個知識類型，或者

是不同知識類型之間，都存在一些具有循

環性的 U-M-R 學習轉化迴圈與路徑。同

時，認為 U-M-R 是學生學習的理想發展途

徑，其所關注的關鍵在於前一個學習脈絡

的關聯結構如何發展到擴展抽象結構，或

成為下一個學習脈絡的單一結構。有相關

研究(Biggs & Collis, 1989; Campbell et al., 

1992; Chick, 1998)指出在具象思維方式轉

化到符號表徵方式之歷程中，至少存在兩

個 U-M-R 迴圈，其中第一個迴圈的關聯結

構反應，會成為在第二迴圈中的單一結構

反應；並發現在第二個迴圈後的學習反應
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若仍沒有發生質變，就可能存在第三個或

甚至更多個迴圈，此時所有迴圈內的反應

都僅涉及到陳述性知識，並未涉及到理論

知識。 

綜合上述，可瞭解學生學習的發展途

徑具有循環性，可藉由結構特徵的 U-M-R

來描述學習反應的認知層次發展模型。因

此，本研究透過 SOLO 認知層次的漸進路

徑圖，來描述高中數學資優生的解題表現

之知識與認知歷程發展的循環脈絡；同

時，認為在每一解題任務中學生都需要經

歷一個或多個 U-M-R 迴圈，且其他的先前

任務經驗有助於其當前解題表現從一個認

知層次漸進提升到更高階的認知層次

(Biggs & Collis, 1991)。因此，SOLO 分類

法對數學解題表現的評價具有兩個重要意

義，其一是它可以針對學生數學解題表現

進行分析，具體描述其解題內容表徵的變

化(Biggs & Collis, 1982)；另一是它亦可作

為數學教師分析學生解題能力的一個質性

評量工具，來評價學生解題思考的結構層

次，和其所展現的解題特徵(Chan et al., 

2002)。 

總言之，根據上述 SOLO 分類理論之

觀點可知，理想的解題過程中所發生的變

化，並非任務階段內處理問題之成功率的

提升，而是所使用的知識類型與思維方式

之改變，故而本研究透過 SOLO 認知層次

的漸進路徑圖，用以判斷數學解題表現的

內涵特徵所達到的結構層次及其認知發展

的脈絡。易言之，本研究根據 SOLO 分類

法的理論架構，建立用以分析高中數學資

優生對數學競賽問題之解題表現的評價規

準，探討其解題表現在 SOLO 分類法的認

知層次及其心智特徵的發展途徑。 

二、數學資優生的數學解題之心智特徵 

學者 Krutetskii (1976)在分析數學資

優生的個案研究中指出，數學資優生在解

題中會展現出心理特徵與解題特徵等兩種

影響解題成果的因素，導致數學資優生可

能表現出許多與一般生不同的解題特色。

因此，為了瞭解高中數學資優生在解數學

競賽試題時所展現的解題思路之樣貌，以

下針對 Krutetskii 所提的心理特徵和解題

特徵等兩種特質，結合一些國內外相關文

獻研究，綜合整理數學資優生在解題過程

中可能出現的心智特徵。 

（一）心理特徵方面 

1. 內在動機強、學習早熟 

資優生具備強烈的內在學習動機

(Davis et al., 2011) 與 高 度 的 專 注 力

(Renzulli, 1978)，閱讀與理解早熟，促進

數學早熟的發展(Davis et al., 2011)，和學

習快速（郭靜姿，2000； Johnson, 2000），

展現不尋常的記憶力（黃志成等人，2008；

Greenes, 1981）。 

2. 思考靈活、邏輯推理能力強 

資優生具備良好的邏輯思考與推理能

力(Davis et al., 2011; Greenes, 1981)，亦具

有敏銳的觀察力（郭靜姿，2000），能靈活

進行正面轉換到反面的思考 (Greenes, 

1981)，展現另類思考、抽象思考、類推等

與眾不同的思考歷程(Clark, 2008)。 

3. 善用後設認知 

資優生具有比一般生好的後設認知能

力（張昇鵬，2004）與後設認知知識

(Borkowski & Peck, 1986)，能了解自己的

認知歷程(Borkowski & Peck, 1986)，展現

良好的後設監控能力（劉祥通等人，2015；

劉晉瑋等人，2010）。 
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（二）解題特徵方面 

1. 對挑戰、複雜的偏好 

資優生喜歡具有挑戰性的任務（郭靜

姿，2000），有不凡的堅持與目標導向行為

(Clark, 2008)，但容易對例行性任務感到厭

倦(Kitano & Kirby, 1986)。 

2. 洞察問題的能力強 

資優生具備瞭解問題結構脈絡的洞察

力（江奇婉、劉祥通，2010；蔡子雲、劉

祥通，2007），進而將數學問題形式化，並

透過數學的關係、原理和結構的特色加以

類化以便記憶(Greenes, 1981)。 

3. 善用解題策略與技巧 

資優生較一般生能使用高層次的解題

策略(Steiner, 2006)，能運用尋找規律、畫

圖表徵、歸納推理與逆向求解等策略進行

解題（呂玉琴、呂佳蓉，2013），並能創造

出原創性的解題策略（劉哲源、劉祥通，

2008; Clark, 2008）。 

綜合上述可知，數學資優生在數學解

題時，大致上都會展現出理解早熟的數學

能力與強烈的內在動機，並有良好的高階

思考能力、後設認知能力與直觀能力，且

能運用多元解題策略，展現出與一般學生

不同的數學解題之心智特質。因此，本研

究認為高中數學資優生在解決數學競賽問

題的過程中，也會展現出像上述的心理與

解題特徵等兩種心智特質。這兩種心智特

質似乎可呼應修訂版 Bloom 分類系統

(Anderson et al., 2001)的理論內涵，認為學

習目標具有知識與認知歷程等兩個向度內

容，故研究者將進一步透過文獻探討，深

入瞭解修訂版Bloom分類系統之理論架構

對數學資優生之數學解題表現的評價應

用。 

三、修訂版 Bloom 分類法理論 

（一）修訂版 Bloom 分類法的理論架構 

Bloom(1956)提出認知領域的教育目

標分類表，將認知領域細分為知識

(knowledge)、理解(comprehension)、應用

(application) 、 分 析 (analysis) 、 綜 合

(synthesis)、評鑑(evaluation)等 6 個認知層

次，並認為此分類系統不僅是一套評量的

工具，也是用以描述學習目標的共通語

言，以促進各領域達到溝通的效果，進而

使課程中教育目標、教學活動與評量能夠

更臻一致性（鄭蕙如、林世華，2004）。在

經過約半世紀的相關學術研究與重新檢討

後，得到一些成果，例如，Anderson 等人

(2001)提出 Bloom 分類法的修訂版，將教

育目標分類法分成知識向度 (knowledge 

dimension)和認知歷程向度(cognitive pro-

cess dimension)兩部分，形成一個二維矩陣

後，再進行教育目標的分析。以下參考一

些國內外相關文獻（李坤崇，2004；鄭蕙

如、林世華，2004；Anderson et al., 2001; 

Krathwhol, 2002; Pintrich & Wittrock, 

2001），簡要論述這兩個向度的內涵特徵。 

知識向度包含：(1)事實知識(factual 

knowledge)：是指用於解決問題的基本知

識，通常是指有關學科術語的知識，或是

特定細節和元素的知識。(2)概念性知識

(conceptual knowledge)：是指用於描述、

預測、解釋、或決定採取行動的原理和通

則之知識，以及有關類別、等級和排列之

數學表徵的知識，來連結一些解題要素與

較大知識結構之間的關係。(3)程序性知識

(procedural knowledge)：係指用於處理問

題過程的知識，通常是一系列有步驟的流

程，和決定何時運用不同程序的知覺與規



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

˙37˙ 

 

質性評價高中資優生數學解題思路之探討──以 SOLO 與修訂版 Bloom 分類法為工具 

準 。 (4) 後 設 認 知 知 識 (metacognitive 

knowledge)：係指對於解題時所用的一般

策略、策略情境、策略有效程度和自我知

識等方面的認知與覺察，包括對認知的知

識，以及對認知歷程的控制、監控和調整。 

認 知 歷 程 向 度 包 含 ： (1) 記 憶

(remember)：從長期記憶中提取相關知

識 ， 包 括 識 別 (recognizing) 與 回 憶

(recalling)兩個歷程。(2)瞭解(understand)：

從語言、符號與圖表溝通的解題訊息中建

構意義，包括詮釋 (interpreting)、舉例

(exemplifying)、分類 (classifying)、摘要

(summarizing) 、 推 論 (inferring) 、 比 較

(comparing)與解釋(explaining)等歷程。(3)

應用(apply)：執行或使用某情境之程序來

解決問題，與程序知識緊密連結，包括執

行(executing)與實行(implementing)兩個歷

程。(4)分析(analyze)：牽涉分解問題成數

個部分，指出局部之間及其對整體結構的

關聯，與評鑑、創造緊密連結，包括辨別

(diffentiating) 、組織 (organizing) 與歸因

(attributung)等歷程。(5)評鑑(evaluate)：依

據某規準或標準作判斷，包括檢查

(checking)與評論(critiquing)兩個歷程。(6)

創造(create)：透過在心智的建構、解構和

重構過程，形成一個有結構、具功能的系

統，包括產生(generating)、計畫(planning)

與製作(producing)等歷程。 

綜合以上，修訂版透過知識與認知歷

程向度所組成之二維矩陣的分析，可將課

程、教學與評量三者連結在一起，足見其

應用在課程計畫、教學活動與評量診斷之

設計與執行的可行性。又修訂版的認知歷

程向度之 6 個類別結構，具有漸增複雜性

階層(increasing complexity hierarchy)之特

性（李坤崇，2004），且相鄰的兩個認知層

次可能有重疊或相互跨越（黃嘉雄，2004；

Krathwhol, 2002），其中記憶與學習保留具

密切關聯，其他五種與學習遷移有關

(Mayer & Wittrock, 2001)。基於此，研究

者基於過去之教學與研究的經驗，認為高

中數學資優生之數學解題思考所展現的心

智特徵，不僅具有層次的結構性，同時亦

具有層次的漸進複雜性。因此，本研究亦

參照修訂版Bloom分類理論的知識與認知

歷程兩個向度的內涵特徵，來建立一個評

價規準用以分析高中數學資優生數學解題

思考的知識與認知歷程之內涵特徵。 

（二）修訂版 Bloom 分類理論對於評價數

學解題表現的應用 

本研究為了瞭解修訂版Bloom分類系

統的知識向度與認知歷程向度，在評價學

生數學解題表現之應用的可行性，提出相

關實徵研究加以論述與探討。例如，一些

相關文獻（陳錦章、邱富宏，2001；Snow 

et al., 1996; Wagster et al., 2007）指出，學

生的後設認知信念與他們的認知和學習之

間有著重要的關聯。Quintana 等人(2005)

指出，當學習者進行線上檢索的認知活

動，新手學習者普遍缺乏後設認知能力。

Veenman (2011)則研究發現，高層次的後

設認知會監控並調整低層次的認知歷程，

例如進行推論是認知行為，但決定啟動推

論則是後設認知。此外，葉辰楨等人(2010)

亦發現，後設認知涉及學習中對整個認知

歷程的主動控制，包括如何處理學習任

務、監控理解、在完成任務的過程中評估

進步的情形等。 

另外，在學習成效方面，Yilmaz-Tüzün

與 Topcu (2010)發現，有較佳後設認知的
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學習者傾向進行有意義學習。陳柏霖與劉

佩雲(2015)研究亦發現，大學生進行網路

學習時，後設認知策略與網路學習行為呈

顯著正相關，同時也與心理學學習成效呈

現顯著正相關。Schurter (2002)研究也發現

教導自我檢核、自我質問等後設認知策

略，對學生解題表現具正向提昇效應。 

根據前面文獻探討與實徵研究評析的

結果，均顯示後設認知知識是比較能解釋

學習者的學習表現的一種知識向度(Liu & 

Lin, 2007)，同時，實施後設認知的訓練對

數學解題有顯著的幫助(Kramarski, 2004; 

Mevarech & Kramarski, 2003; Teong, 

2003)。故這些論點支持，研究者依據修訂

版 Bloom 分類理論之理論架構，針對高中

數學資優生之數學競賽解題表現進行評

價，探討其解題思路在知識與認知歷程向

度的發展層次，是有其應用的可行性與適

切性。 

參、研究方法 

一、研究設計和對象 

（一）研究設計 

本研究旨在使用 SOLO 分類法與修訂

版 Bloom 分類法作為分析工具，評價高中

數學資優生的解題表現，探討其解題思路

的樣貌。本研究採用個案研究法，針對 6

位高中數學資優學生的解題表現進行資料

蒐集與內涵分析，為探討與描述其解題表

現之結構層次與心智特徵，提供一個周延

而完整的研究策略(Yin, 2017)。因此，首

先進行研究規劃，包括設定研究問題，透

過文獻探討形成本研究之理論架構；接著

為收集與整理6位個案學生對36題高中數

學競賽試題的解題質性資料，並透過綜

合、分析、詮釋與評價等四步驟進行內涵

分析，發展出 SOLO 分類法與修訂版

Bloom 分類法之評價規準，分析個案學生

的解題表現。 

（二）研究對象與參與者 

基於數學資優生較能在數學解題過程

中展現出較高階的解題思維模式(Steiner, 

2006)，又具有較完整與良好邏輯思考的心

智特質(Davis et al., 2011)，故研究者立意

選取來自臺灣中部某公立高中之數學競賽

培訓課程的 6 位學生。這 6 位個案學生均

通過臺灣普高數理學科能力競賽之中投區

複賽，其中有二位科學班三年級學生，二

位數理資優班二年級學生，一位數理資優

班一年級學生，一位普通班二年級學生（國

中階段經鑑定為數理類資優生），這 6 位

個案學生分別給予 SS1～SS6 的代號。另

外，研究者選取兩位高中數學資深教師，

亦為 6 位個案學生在數學競賽培訓課程的

指導老師，其角色為提供有關數學競賽解

題之知識、想法和經驗，並協助信度的檢

測，提供資料分析方面的三角校正(Fusch 

et al., 2018)。 

二、資料收集與分析 

（一）資料收集 

關於數學解題實作測驗的原始作答資

料，則要求 6 位個案學生詳細書寫解題過

程，並附加個人的解題心得，以及敘述解

題想法與策略的運用情形。另外，再對 6

位個案學生之數學解題表現進行編碼，以

符號 SSnRnQn 表示，其中 SS 代表個案學

生，R 代表測驗回合，Q 代表數學問題，n

代表序號。例如，編碼 SS2R3Q4 指的是第 
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2 位個案學生在第三回合的第 4 題問題之

解題表現。 

（二）資料分析 

本研究旨在探討高中數學資優生之數

學解題思路的樣貌，故研究者亦採取顯性

特徵分析方法，先確定 6 位個案學生的數

學解題成果，再透過 SOLO 分類法與修訂

版 Bloom 分類法的內涵特徵，分析其數學

解題的質性資料，分別在 SOLO 分類法的

結構層次，以及在修訂版 Bloom 分類法的

知識與認知歷程向度的層次，最後根據這

些評價結果質性描述 6 位個案學生之解題

思路的可能樣貌。因此，為了萃取出高中

數學資優生之解題思路所展現的結構層次

與知識及認知內涵特徵，有必要整合出

SOLO 分類法與修訂版 Bloom 分類法的知

識與認知歷程向度之結構層次的顯性特

徵，作為本研究分析 6 位個案學生之數學

解題表現的評價規準，並為其解題思路在

這兩種分類法中所展現的樣貌提供具體證

據加以佐證。 

三、研究工具之評價規準與示例 

本研究所使用之研究工具，包括數學

解題實作測驗，SOLO 分類法評價規準，

和修訂版 Bloom 分類法評價規準。以下先

說明數學解題實作測驗的試題分佈，再分

別介紹 SOLO與修訂版Bloom分類法兩種

評價規準的內涵特徵及其評價示例，並以

這兩種評價規準作為分析工具，針對個案

學生 SS1 之解題表現進行綜合評價分析，

以及針對個案學生 SS36 個回合 36 題之評

價信度進行檢驗。 

（一）數學解題實作測驗 

鑑於數學解題表現的多樣性，且 6 位

個案學生皆為高中數學資優生，故本研究

立意選取難易度為中間偏難的高中數學競

賽試題，作為 6 位個案學生之數學解題實

作測驗，以激發他們使用後設認知（劉祥

通等人，2015），和創造出原創性的解題策

略（劉哲源、劉祥通，2008；Clark, 2008），

有助於探討高中數學資優生之數學解題思

路的樣貌。數學解題實作測驗是由 6 個回

合的數學培訓課程之紙筆測驗所組成的，

每回合有 6 題，合計 36 題高中數學競賽試

題（詳見附錄一）。這些試題都是由研究者

與該兩位數學資深教師一起選編集結而

成，取材於高中數學競賽培訓教材，和高

中數學能力競賽歷屆試題，內容涵蓋數

論、代數、幾何、不等式與組合等五個領

域，試題分佈情形如表 1。根據表 1 的數

據統計顯示，以代數領域的佔比最大，各

領域內容的設計均依循培訓課程所訂定的

學習重點而規劃的。 

表 1 

六位個案學生數學解題實作測驗試題領域分佈統計表 

 數論 代數 幾何 不等式 組合 合計 

題數 5 11 6 9 5 36 

百分比 13.9% 30.5% 16.7% 25.0% 13.9% 100% 
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（二）SOLO 分類法評價規準 

根據前面 SOLO 分類理論的文獻探

討，將其理論架構的特徵，整理成 SOLO

分類法評價規準表，如表 2，用以分析個

案學生的數學解題表現在 SOLO 分類法的

結構層次。 

 

（三）修訂版 Bloom 分類法評價規準 

根據前面修訂版Bloom分類法的文獻

探討，將其理論架構的內容特徵，整理成

修訂版 Bloom 分類法評價規準表，如表

3，用以分析個案學生的數學解題表現在修

訂版Bloom分類法的知識與認知歷程向度

的層次。 

表 2 

SOLO 評價規準表 
SOLO 

結構層次 結構層次內涵特徵 數學解題內涵特徵 

P 
不能理解題意，亦無法以問題

所涉及的表徵方式進行處理。 
對於問題基本上沒有相關概念或想法，容易

被情境中無關訊息所迷惑或誤導。 

U 
只關注問題的單一條件，找到

單一線索就直觀下結論。 
想要快速回答問題、或直覺反應，可能忽視

對反應內部出現的意義或矛盾。 

M 
找到多個孤立的線索或數學表

徵，反映其相對的表徵，但未

將其關聯性整合起來。 

使用多個孤立線索或表徵，無法覺察其關聯

性，只能依循大量演算的程式來反應，當忘

記或做錯了某一個步驟，就會卡關。 

R 
能掌握整體問題的要點，統合

關聯性的訊息，進行正反向操

作、檢查錯誤與矛盾。 

將所獲得的線索或表徵，納入整體的關聯框

架，在問題情境系統中形成內在一致的結構

性結論。 

EA 

處理問題時，能從有關聯的系

統性結構來理解問題，並進行

歸納與推理，拓展問題本身的

意義與研究價值。 

使用關聯性的原理和方法，或更抽象的知

識，甚至外部系統的結論，對問題進行特殊

化的論述和一般化的歸納與推理，在完成解

題任務時能概括出系統性的結論。 

表 3 

修訂版 Bloom 分類法評價規準 
Bloom 修訂版 類別 內涵特徵 

知識向度 

事實知識 
用於解決問題的基本知識，通常是指有關學科術語的知

識，或是特定細節和元素的知識。 

概念知識 
用於描述、預測、解釋、或決定採取行動的原理和通則

之知識，和有關類別、等級和排列之物件表徵的知識，

來連結一些解題要素與較大知識結構之間的關係。 

（續下頁） 
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表 3 

修訂版 Bloom 分類法評價規準（續） 
Bloom 修訂版 類別 內涵特徵 

 

程序知識 
用於處理解題過程的知識，通常是一系列有步驟的流

程，和決定何時運用不同程序的知覺與規準。 

後設認知

知識 

對於解題時所用的一般策略、策略情境、策略有效程度

和自我知識等方面的認知與覺察，包括對認知的知識，

以及對認知歷程的控制、監控和調整。 

認知歷程向度 

記憶 從長期記憶中提取相關知識，包括再認與回憶兩個歷程。 

瞭解 
從語言、符號與圖表溝通的解題訊息中建構意義，包括

詮釋、舉例、分類、摘要、推論、比較與解釋等歷程。 

應用 
執行或使用某情境之程序來解決問題，與程序知識緊密

連結，包括執行與實行兩個歷程。 

分析 
分解問題成數個部分，指出局部之間及其對整體結構的

關聯，包括辨別、組織與歸因等歷程。 

評鑑 依據某規準或標準作判斷，包括檢查與評論兩個歷程。 

創造 
透過在心智的建構、解構和重構過程，形成一個有系統、

具功能的結構，包括產生、計畫與製作等歷程。 

 

（四）兩種評價規準之綜合評價分析示例 

1. 針對個案學生 SS1 的解題表現進行評

價 

以第四回合第 6 題之解題表現為例

（個案學生 SS1 的解題表現見附錄二），

題目「100個正數𝑎𝑎1 ≥ 𝑎𝑎2 ≥ 𝑎𝑎3 ≥ ⋯ ≥ 𝑎𝑎100
滿足及𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑎1002 ≥ 10000，且

𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 + ⋯+ 𝑎𝑎100 = 300，求證：

𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 > 100」，利用顯性特徵分析

法，針對其解題表現之原始作答資料，經

由 SOLO與修訂版Bloom評價規準的分析

與評價之結果，如圖 1。 

根據上述分析與評價結果，顯示

SS1R4Q6之解題表現已達到SOLO的擴展

抽象層次，與修訂版 Bloom 的後設認知與

創造層次。以下再針對 SS1R4Q6 的數學表

徵或敘述等質性內容，分別論述其所顯現

的 SOLO與修訂版Bloom評價規準之內涵

特徵，為其所達到的 SOLO、修訂版 Bloom

之知識與認知歷程層次提供證據加以佐

證： 

(1) 數學敘述「作一長為 300、寬為 100

的長方形」，展現學生的創造性解題

策略，利用幾何構造法描述代數不等

式的意涵，故顯示先前任務經驗有助

於當前解題表現達到 EA 結構。在知

識向度方面，解題者使用先前解題經

驗作為起始知識；而認知歷程向度，

則使用構造法，透過數學表徵的建構

過程，形成一個有系統又具功能性的

反證法結構，故顯示其解題表現達到

事實知識與創造層次。 
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圖 1 

學生 SS1 作答資料經由 SOLO 與修訂版 Bloom 評價規準的分析與評價之結果 
 

作一長為 300、寬為 100 的長方形（EA 結構─事實知識─創造）， 
又𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 + ⋯+ 𝑎𝑎100 = 300（U 結構－事實知識－記憶）， 
所以我們可以將𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3,⋯ , 𝑎𝑎100為邊長的正方形靠下（學生意指往下併排靠攏）（M
結構─概念知識─瞭解）， 
由大到小放入長方形中（R 結構－程序知識－應用）。 
 
設𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 ≤ 100（U 結構－程序知識－應用）， 
因為由大排到小，所以中間方格內的面積< 100𝑎𝑎2， 
同理，最右邊的方格內的面積< 100𝑎𝑎3（M 結構－程序知識－應用）。 
所以，總面積為𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑎1002 （R 結構－程序知識－應用） 
< 100𝑎𝑎1 + 100𝑎𝑎2 + 100𝑎𝑎3（R 結構－程序知識－分析） 
≤ 10000（R 結構－後設知識－評鑑）。 
與題意條件矛盾， 
故𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 > 100（EA 結構－後設認知－創造）。 

 
 

(2) 數學表徵「𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 + ⋯+ 𝑎𝑎100 

= 300」，將題意已知條件，視為單

一線索，故顯示其解題表現達到 U

結構。在知識向度方面，解題者描述

它是問題的已知條件；而認知歷程向

度，則從題意中回憶並提取有用的數

學物件，故顯示其解題表現達到事實

知識與記憶層次。 

(3) 數學敘述「將𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3,⋯ , 𝑎𝑎100為邊

長的正方形靠下」，描述正數的平方

和與圖形往下靠攏，但並未解釋其關

係，故顯示其解題表現達到 M 結

構。在知識向度方面，解題者描述數

學表徵𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑎1002 的幾何意

義；而認知歷程向度，則利用這 100

個正方形之圖像訊息建構代數意

義，故顯示其解題表現達到概念知識

與瞭解層次。 

 

(4) 數學敘述「由大到小放入長方形

中」，用以描述正方形由大到小放入

長方形中，解釋其面積和的大小關

係，故顯示其解題表現達到 R 結構。

在知識向度方面，解題者描述這 100

個正方形由左而右、由大而小的一系

列操作而併排在一起；而認知歷程向

度，則是利用這 100 個正方形併排時

所留下空白區來處理面積問題，故顯

示其解題表現達到程序知識與應用

層次。 

(5) 數學表徵「設𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 ≤ 100」，

將結論的否定敘述，視為解題的切入

線索，故顯示其解題表現達到 U 結

構。在知識向度方面，解題者運用

𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 > 100的否定敘述之反

證法證明程序；而認知歷程向度，則

應用符號表徵來詮釋否定敘述的意 
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義，故顯示其解題表現達到程序知識

與應用層次。 

(6) 數學敘述「由大排到小，所以中間方

格內的面積< 100𝑎𝑎2，同理，最右邊

的方格內的面積< 100𝑎𝑎3」，分別描

述三個方格內的面積大小之各自線

索，但並未解釋其脈絡關係，故顯示

其解題表現達到 M 結構。在知識向

度方面，解題者使用由大排到小的程

序知識，切出 1 個長為 100、寬為𝑎𝑎2
的長方形；而認知歷程向度，則將此

長方形推移到中間方格往下靠攏，比

較同一方格內之兩個面積的大小，故

顯示其解題表現達到程序知識與應

用層次。 

(7) 數學表徵「總面積為𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + ⋯+

𝑎𝑎1002 」，此時總面績的解題想法，說

明解題者要將三個方格內的面積大

小關係，與長方形面積關聯起來，故

顯示其解題表現達到 R 結構。在知

識向度方面，解題者用來連結幾何面

積與代數表徵之間的等量關係；而認

知歷程向度，則利用平方和的符號表

徵來詮釋其面積的幾何意義，故顯示

其解題表現達到程序知識與應用層

次。 

(8) 數 學 表 徵 「 < 100𝑎𝑎1 + 100𝑎𝑎2 +

100𝑎𝑎3 ≤ 10000」，以代數符號呈現

100 正方形面積與大長方形面積的

關聯性，故顯示其解題表現達到 R

結構。在知識向度方面，解題者用幾

何面積的大小關係，有步驟地推得代

數表徵之間的不等式關係；而認知歷

程向度，則利用三個長方形來辨識面

積大小，並組成一個小於等於 10000

的不等式，故顯示其解題表現達到程

序知識與分析層次。 

(9) 數學敘述「≤ 10000」，由假設條件

𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 ≤ 100，掌握整體解題

的論證要點，統合關聯性的訊息，故

顯示其解題表現達到 R 結構。在知

識向度方面，解題者自我覺察到𝑎𝑎1 +

𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 ≤ 100的策略條件；而認知

歷程向度，則判斷所推論的結果與題

意已知條件產生矛盾，依據反證法的

原理，進而評論反證法是可行的解題

策略，故顯示其解題表現達到後設認

知與評鑑層次。 

(10) 數學敘述「與題意條件矛盾，故𝑎𝑎1 +

𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 > 100」，解題者從有關聯的

系統性結構的高度來解決問題，故顯

示其解題表現達到 EA 結構。在知識

向度方面，解題者覺察到所得到的結

果，與題意的已知條件產生矛盾，因

而自我覺知到反證法是可行的；而認

知歷程向度，從一開始所產生的幾何

意義之構造法，解題者的思路依著他

的解題計畫步步為營，最後產生予盾

結果，展現幾何構造法是有效的解題

策略，故顯示其解題表現達到後設認

知與創造層次。 

綜合以上的評價分析結果，顯示個案

學生 SS1 在第四回合第 6 題的解題表現，

在 SOLO 分類法達到擴展抽象之結構層

次，而在修訂版 Bloom 之知識與認知歷程

層次則達到後設認知與創造層次。 

2. 針對個案學生 SS3 的六個回合解題表

現進行評價統計 

本研究根據 SOLO 評價規準，將

SOLO 分類法的五種結構層次，由低而高
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依序編碼為 1～5。本研究亦根據 Bloom 

(1956)提出認知領域的教育目標分類表，

將認知領域的教學目標之類別，由最簡單

到最複雜，由具體到抽象，排成 6 個層次，

闡明了Bloom分類理論之類別具有層次高

低的次序性。又 Anderson 等人(2001)再提

出 Bloom 分類法的修訂版，將教育目標分

類法分成知識向度和認知歷程向度兩部

分，形成一個二維矩陣後，再進行教育目

標的分析；此外，學者李坤崇(2004)研究

亦發現修訂版的認知歷程向度之 6 個類別

結構，具有漸增複雜性階層之特性，這亦

闡明修訂版 Bloom 評價規準之類別，在知

識向度和認知歷程向度具有層次高低的次

序性。因此，本研究根據修訂版 Bloom 之

評價規準，將修訂版 Bloom 知識向度層次

與認知向度層次，分別由低而高依序編碼

為 1～4 與 1～6。 

透過上述的類別次序性之編碼，分析

6 位個案學生之 36 個問題的解題成果，評

價 6 位個案學生在 SOLO 與修訂版 Bloom

的結構層次。其結構層次的判斷原則為，

若確定評價規準中的某顯性特徵顯現於解

題表現，則表示該題解題表現已由最低層

次漸進到其所對應的結構層次，但不注重

出現頻率的多寡。例如，以 SOLO 評價規

準作為分析工具，若確認某題解題表現出

現了 SOLO 的關聯結構之內涵特徵，則說

明該題解題表現也都會展現關聯結構以下

的層次內涵特徵，並記錄該題 SOLO 編碼

為 4。另外要強調的是，在評價解題表現

時，若因粗心大意而造成答案錯誤，但解

題表現明顯反映出關聯結構的內涵特徵，

則評價結果仍視為達到關聯結構層次。 

 

此外，若某題解題表現在三位評價教

師中有兩位以上判定為關聯結構，則表示

該題之解題表現已達到關聯結構；若某回

合解題表現在 6 題中有 3 題以上判斷為關

聯結構，則表示該回合之解題表現已達到

關聯結構。因此，6 位個案學生在 6 個回

合 36 題之整體解題表現，若經過層次評價

統計結果所得到的編碼值，分別在 SOLO

超過 4.33，在修訂版 Bloom 之知識向度超

過 3.33，以及認知歷程向度超過 5.33，則

表示其整體解題表現在 SOLO、修訂版

Bloom 知識向度以及認知歷程向度，分別

達到擴展抽象結構層次，後設認知層次及

創造層次。下表 4 是透過 SOLO 與修訂版

Bloom 評價規準，針對個案學生 SS3 在第

四回合 6 個問題的解題表現（見附錄二）

進行分析所得的評價結果統計表。接著，

研究者再統計個案學生 SS3 在整體 6 個回

合 36 題問題的評價結果統計表，如表 5。 

根據表 5 之評價結果，顯示個案學生

SS3 之整體數學解題表現的評價結果，在

SOLO 方面已達到擴展抽象結構層次；在

修訂版Bloom方面的知識向度已達到後設

認知層次，認知歷程向度亦達到創造層

次。由此可見，一個數學問題的解題表現

都有可能會展現 SOLO與修訂版Bloom之

評價規準的一個或多個內涵特徵，故一旦

有足夠的證據具體反應這些內涵特徵，就

可以透過這兩種評價規準判斷它們的結構

層次。因此，本研究透過文獻探討與顯性

特徵分析法，整合出本研究工具的兩種評

價規準，作為評價高中數學資優生數學解

題表現的一個有效的分析工具，能質性描

述其解題思路的結構層次及其知識及認知

內涵特徵。 
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表 4 

個案學生 SS3 在第三回合解題表現之層次評價結果統計表 

題號 

評價規準 

第三回合實作測驗 6 題解題表現之層次 

1 2 3 4 5 6 整體 

SOLO 5 5 5 5 5   4.33 4.89 

Bloom 知識向度 4 4 4   3.33 4 3 3.72 

Bloom 認知歷程向度 6 6 6   4.33 6 5 5.56 

表 5 

個案學生 SS3 在六個回合整體解題表現之層次評價結果統計表 

回合序號 

評價規準 

六個回合實作測驗解題表現之層次 

1 2 3 4 5 6 整體 

SOLO 4.78  4.50  4.89  4.89  4.67  4.44  4.69  

Bloom 知識向度 3.72  3.67  3.72  4.00  3.83  3.72  3.78  

Bloom 認知歷程向度 5.67  5.39  5.56  5.94  5.61  5.44  5.60  

 

（五）研究工具的信度檢測 

雖然本研究的兩種評價規準，是參酌

SOLO 與修訂版 Bloom 等兩種分類法的理

論架構及其特徵所整合而成的，但為了減

低過度主觀，建立可信的評價規準，所以

研究者依下列流程檢測這兩種評價規準的

信度。首先，關於信度檢測者的選取，由

於 6 位個案學生均為高中數學競賽培訓課

程的數學資優生，而所要分析的研究資料

均來自於 6 位個案學生之數學競賽試題的

實作測驗。因此，研究者選取數學競賽培

訓課程中的兩位數學資深教師一起進行一

致性的檢測。接著，挑選個案學生 SS3 之

6個回合 36題競賽試題的解題表現作為信

度檢測資料，由三位檢測者獨立地依這兩

種評價規準進行判斷、分析和編碼。最後，

因數學解題實作測驗之評分者超過兩人，

故在判定評分者之評分一致性上，採以肯

德爾和諧係數 (Kendall’s coefficient of 

concordance)作為判定的標準。 

經由信度檢測統計所得到的信度考驗

摘要表，如表 6，在表 6 中關於 SOLO 評

價規準的 Kendall w 和諧係數值為 .861，

且其顯著性 p 值為 .000，小於 .05，顯示

三位評分者在 SOLO 評價規準的評分在統

計上有顯著相關，且一致性高；同樣的，

在表 6中修訂版 Bloom評價規準之知識與

認知歷程向度的 Kendall w 和諧係數值，

分別為 .896 與 .889，且其顯著性 p 值均

為 .000，且均小於 .05，顯示三位評分者

在修訂版Bloom評價規準之知識與認知歷

程向度的評分在統計上有顯著相關，且一

致性也高。 
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表 6 

SOLO 與修訂版 Bloom 之評價規準的信度考驗摘要表 

檢定統計資料 

評價規準 
N Kendall’s w檢定 卡方 df 顯著性 

SOLO 3 .861 555.575 215 .000 

修訂版

Bloom  

知識向度 3 .896 578.193 215 .000 

認知歷程向度 3 .889 573.162 215 .000 

 

另外，在效度方面，在資料收集、討

論、分析、編碼和檢驗的研究期間，研究

者與兩位高中數學資深教師一起討論兩種

評價規準的內涵特徵之判斷與分析，提供

研究者注意不同面向的研究思考與限制，

以減少研究疏失與主觀偏見，獲得較高的

研究效度。同時，也一起針對個案學生的

原始作答資料及其轉譯稿資料持續交叉比

較，進行資料來源的三角校正，以檢核資

料的正確性。 

肆、結果與討論 

一、六位個案學生之數學解題表現在兩種

分類法的結構層次 

藉由本研究的兩種評價規準，針對 6

位個案學生的 36 題數學競賽試題之解題

表現進行判斷（6 位個案學生之解題表現

呈現於附錄二），經過顯性特徵分析後，分

別得到 6 位個案學生的整體評價結果，如

表 7、表 8 和表 9，依序為 SOLO，以及修

訂版Bloom之知識與認知歷程向度的評價

統計表。從表 7～9 之數據分析結果，顯示

6 位個案學生之整體解題表現的評價結

果，在 SOLO 方面，均已達到擴展抽象結

構層次；在修訂版 Bloom 方面的知識向度

均已達到後設認知層次，認知歷程向度亦

皆達到創造層次。 

整體而言，根據表 7 的評價結果，發

現 6 位個案學生之整體解題表現均已達到

SOLO 分類法的擴展抽象結構（整體平均

值超過4.33）層次，此現象和Biggs與Collis 

(1982)的觀點一致，說明 6 位個案學生均

能使用關聯性的原理和方法，對問題進行

特殊化和一般化的處理，能推理與概括出

系統性的結果。根據表 8 的評價結果，發

現 6 位個案學生之整體解題表現亦均已達

到修訂版Bloom知識向度的後設設知層次

（整體平均值超過 3.33），此現象與劉祥通

等人(2015)，以及 Borkowski 與 Peck (1986)

的觀點一致，解釋了 6 位個案學生均能了

解自己的認知歷程，展現良好的後設監控

能力。根據表 9 的評價結果，發現 6 位個

案學生之整體解題表現也都達到修訂版

Bloom 認知歷程的創造層次（整體平均值

超過 5.33），此現象與 Clark (2008)，以及

呂玉琴與呂佳蓉(2013)的觀點一致，闡述

了這些學生均能創造出原創性的解題策

略，運用尋找規律、畫圖表徵、歸納推理

與逆向求解等解題策略。 
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表 7 

六位個案學生整體解題表現之 SOLO 結構層次評價統計表 

回合序號 

個案學生 

六個回合實作測驗解題表現在 SOLO 分類法之層次 

1 2 3 4 5 6 整體 

SS1 5.00 4.83 5.00 5.00 5.00 4.83 4.94 

SS2 4.50 4.33 4.50 4.50 4.28 4.28 4.40 

SS3 4.78 4.50 4.89 4.89 4.67 4.44 4.69 

SS4 5.00 4.83 4.89 5.00 4.89 4.44 4.84 

SS5 4.67 4.44 4.56 4.78 4.39 4.33 4.53 

SS6 4.39 4.33 4.50 4.50 4.50 4.33 4.43 

表 8 

六位個案學生整體解題表現之修訂版 Bloom 知識向度層次評價統計表 

回合序號 

個案學生 

六個回合實作測驗在修訂版 Bloom 知識向度之層次 

1 2 3 4 5 6 整體 

SS1 4.00 3.83 4.00 4.00 4.00 4.00 3.97 

SS2 3.56 3.72 3.56 3.56 3.72 3.89 3.67 

SS3 3.72 3.67 3.72 4.00 3.83 3.72 3.78 

SS4 4.00 3.83 4.00 3.94 4.00 4.00 3.96 

SS5 3.67 3.67 3.67 3.67 3.72 3.72 3.69 

SS6 3.50 3.61 3.56 3.56 3.67 3.61 3.58 

表 9 

六位個案學生整體解題表現之修訂版 Bloom 認知歷程向度層次評價統計表 

回合序號 

個案學生 

六個回合實作測驗在修訂版 Bloom 認知歷程向度之層次 

1 2 3 4 5 6 整體 

SS1 5.89 5.89 6.00 6.00 6.00 6.00 5.96 

SS2 5.67 5.50 5.50 5.44 5.44 5.39 5.49 

SS3 5.67 5.39 5.56 5.94 5.61 5.44 5.60 

SS4 5.89 5.83 5.72 5.94 5.89 6.00 5.88 

SS5 5.67 5.78 5.56 5.61 5.61 5.50 5.62 

SS6 5.44 5.22 5.33 5.33 5.28 5.44 5.34 
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二、六位個案學生之數學解題思路的樣貌 

針對 6 位個案學生的數學競賽解題實

作測驗，藉由本研究的兩種評價規準，再

透過顯性特徵分析方法進行分析與判斷，

發現 6 位個案學生之數學解題思路，不僅

展現出其 SOLO結構層次和Bloom的知識

與認知歷程之心智特徵，亦能反應出其層

次漸進的發展脈絡。以下先針對 6 個案學

生之解題表現，質性分析其 SOLO 與修訂

版Bloom的知識與認知歷程向度之心智特

徵，再繪製數學解題思路之 SOLO 結構層

次的漸進路徑圖，描述其 SOLO 結構層次

在知識與認知歷程之二維矩陣的發展途

徑。 

（一）六個個案學生在 SOLO 結構層次的

解題思路 

1. 個案學生 SS1 解題思路的漸進脈絡 

以第四回合第 6 題為例，即根據前面

參、研究方法中之評價示例的分析結果，

繪製其解題思路的漸進路徑圖，如圖 2，

顯示學生 SS1 在第四回合第 6 題解題表現

的知識與認知歷程層次在 SOLO 中已達到

擴展抽象結構層次，並展現良好的後設認

知監控能力，和創造出有結構性的不等式

表徵之解題策略。 

2. 個案學生 SS2 解題思路的漸進脈絡 

以第四回合第 6 題為例，題目「100
個正數 𝑎𝑎1 ≥ 𝑎𝑎2 ≥ 𝑎𝑎3 ≥ ⋯ ≥ 𝑎𝑎100 滿足及

𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑎1002 ≥ 10000，且𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 +
𝑎𝑎3 + ⋯+ 𝑎𝑎100 = 300 ，求證： 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 +
𝑎𝑎3 > 100。」，其解題表現之原始作答資

料，經由 SOLO 與修訂版 Bloom 之評價規

準的分析與評價之結果如圖 3。 
根據上述的評價分析結果，繪製其解

題思路的漸進路徑圖，如圖 4，顯示學生

SS2 在第四回合第 6 題解題表現的知識與

認知歷程層次在 SOLO 中達到關聯結構層

次，並展現對不等式的代數表徵與極值意

義之間的轉換與評估能力。 

圖 2 

學生 SS1 數學解題思路之 SOLO 結構層次的漸進路徑圖 
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圖 3 

學生 SS2 作答資料經由 SOLO 與修訂版 Bloom 之評價規準的分析與評價之結果 
 
(1)在𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑘𝑘（U 結構－事實知識－記憶）時， 
𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛2 ≤ (𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛)2 = 𝑘𝑘2（M 結構－概念知識－瞭解）。 

 
(2)設𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 = 𝑘𝑘 ≤ 100R（R 結構－概念知識－應用）， 
則由(1)， 
又𝑎𝑎42 + 𝑎𝑎52 + ⋯+ 𝑎𝑎1002 ≤ 𝑎𝑎32 ⋅

300−𝑘𝑘
𝑎𝑎3

= (300 − 𝑘𝑘)𝑎𝑎3（R 結構－程序知識－應用）， 

𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + 𝑎𝑎32 + (300 − 𝑘𝑘)𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎12 + 𝑎𝑎22 + (𝑎𝑎3 + 150 − 𝑘𝑘
2
)2 − (150 − 𝑘𝑘

2
)2---(*)（R 結構

－程序知識－應用）， 
由𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 + 150 − 𝑘𝑘

2
= 150 + 𝑘𝑘

2
=定值（U 結構－程序知識－分析）， 

故(1)最大值為使𝑎𝑎3為 MAX（M 結構－程序知識－分析）， 
得𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑘𝑘

3
 （R 結構－程序知識－分析），(*)式（U 結構－程序知識－評鑑） 

≤ (𝑘𝑘
3
)2 + (𝑘𝑘

3
)2 + (𝑘𝑘

3
+ 150 − 𝑘𝑘

2
)2 − (150 − 𝑘𝑘

2
)2 = 100𝑘𝑘（M 結構－程序知識－評鑑）。 

 
(3)當𝑘𝑘 = 100時， 
因等號成立時𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 100

3
（R 結構－程序知識－評鑑）， 

又𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎5 =. . . = 𝑎𝑎9 = 100
3
，但此時𝑎𝑎10 = 0，與{𝑎𝑎𝑛𝑛} ∈ 𝑅𝑅+不合。 

故𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 > 100（R 結構－程序知識－評鑑）。」 
 

圖 4 

學生 SS2 數學解題思路之 SOLO 結構層次的漸進路徑圖 
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3. 個案學生 SS3 解題思路的漸進脈絡 

以第三回合第 2 題為例，題目「設𝑥𝑥為

不大於 2006 之正整數，又3𝑥𝑥 − 𝑥𝑥3被 7 整

除，問𝑥𝑥有多少個？」，其解題表現之原始

作答資料，經由 SOLO 與修訂版 Bloom 之

評價規準的分析與評價之結果如圖 5。 

根據上述的評價分析結果，繪製其解

題思路的漸進路徑圖，如圖 6，顯示學生

SS3 在第三回合第 2 題解題表現的知識與

認知歷程層次在 SOLO 中已達到擴展抽象

結構層次，並展現良好的後設認知監控能

力，創造出原創性的模數解題策略。 

圖 5 

學生 SS3 作答資料經由 SOLO 與修訂版 Bloom 之評價規準的分析與評價之結果 
 

(1)31 ≡ 3(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)（U 結構－事實知識－瞭解）， 
32 ≡ 2(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)， 
33 ≡ 6(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)， 
34 ≡ 4(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)， 
35 ≡ 5(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)（M 結構－概念知識－瞭解）， 
37 ≡ 1(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)，…， 
可看出 3 的冪次方對模 7 的餘數，每 6 個循環（R 結構－程序知識－應用）。 
 

(2)若𝑥𝑥 ≡ 1(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)，𝑥𝑥3 ≡ 1(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)（U 結構－程序知識－分析）； 
若𝑥𝑥 ≡ 2(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)，𝑥𝑥3 ≡ 1(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)； 
若𝑥𝑥 ≡ 3(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)，𝑥𝑥3 ≡ −1(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)（M 結構－程序知識－分析）； 
若𝑥𝑥 ≡ 4(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)，𝑥𝑥3 ≡ 1(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)； 
若𝑥𝑥 ≡ 5(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)，𝑥𝑥3 ≡ −1(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)； 
若𝑥𝑥 ≡ 6(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)，𝑥𝑥3 ≡ −1(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)； 
若𝑥𝑥 ≡ 0(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)，𝑥𝑥3 ≡ 0(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7) 
分別列出當𝑥𝑥對模 7 之餘數為𝑖𝑖時(𝑖𝑖 = 0,1,2,3,4,5,6)， 
𝑥𝑥3對模 7 之餘數（R 結構－程序知識－分析） 
 

(3)由(1)(2)可看出（U 結構－程序知識－評鑑） 
使7|(3𝑥𝑥 − 𝑥𝑥3)（M 結構－程序知識－評鑑） 

之𝑥𝑥發生在� 𝑥𝑥 ≡ 0(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 6)
𝑥𝑥 ≡ 1,2,4(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7) （R 結構－程序知識－評鑑）， 

或� 𝑥𝑥 ≡ 3(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 6)
𝑥𝑥 ≡ 3,5,6(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7) （R 結構－程序知識－評鑑） 

得𝑥𝑥 ≡ 36,18,3,27,33,30(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4 2) （R 結構－後設知識－評鑑）， 
[2006
42

] = 47，2006 − 42 × 47 = 32， 
共47 × 6 + 4 = 286組（EA 結構－後設知識－創造）。 
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質性評價高中資優生數學解題思路之探討──以 SOLO 與修訂版 Bloom 分類法為工具 

圖 6  

學生 SS3 數學解題思路之 SOLO 結構層次的漸進路徑圖 

 

 

4. 個案學生 SS4 解題思路的漸進脈絡 

以第四回合第 2 題為例，題目「𝑛𝑛粒

糖圍成一個圓圈，依順時針次序編上號碼

1、2、3……𝑛𝑛，自 1 號開始，每隔 1 粒取

走 1 粒，陸續取走第 1、3、5……粒，最

後剩一粒，問它的號碼是多少？」，其解題

表現之原始作答資料，經由 SOLO 與修訂

版Bloom之評價規準的分析與評價之結果

如圖 7。 

根據上述的評價分析結果，繪製其解

題思路的漸進路徑圖，如圖 8，顯示學生

SS4 在第四回合第 2 題解題表現的知識與

認知歷程層次在 SOLO 中已達到擴展抽象

結構層次，並展現良好的後設認知監控能

力，創造出有系統性的數列遞迴表徵之解

題策略。 

 

圖 7  

學生 SS4 作答資料經由 SOLO 與修訂版 Bloom 之評價規準的分析與評價之結果 
 
設𝑓𝑓(𝑛𝑛)為𝑛𝑛顆中剩下的一粒號碼（U 結構－事實知識－瞭解） 

(1)證𝑓𝑓(2𝑛𝑛) = 2𝑓𝑓(𝑛𝑛) 
將2𝑛𝑛排成一圈，則取一輪後剩下𝑛𝑛顆（M 結構－概念知識－瞭解）， 
且每一顆之編號為在𝑛𝑛顆時的 2 倍，且由第2𝑛𝑛顆不取。 
因此新的一輪恰從 2 號開始取，得𝑓𝑓(2𝑛𝑛) = 2𝑓𝑓(𝑛𝑛)（R 結構－程序知識－應用）。 

 
（續下頁） 
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圖 7  

學生 SS4 作答資料經由 SOLO 與修訂版 Bloom 之評價規準的分析與評價之結果（續） 
(2)證𝑓𝑓(2𝑛𝑛 + 1) = 2𝑓𝑓(𝑛𝑛) + 2 

前面步驟仿上（U 結構－概念知識－應用）， 
則在取一輪後（M 結構－概念知識－應用）， 
是自 4 號糖取起，所以𝑓𝑓(2𝑛𝑛 + 1) = 2𝑓𝑓(𝑛𝑛) + 2， 
但在𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 𝑛𝑛時，𝑓𝑓(2𝑛𝑛 + 1) = 2𝑛𝑛 + 2 (mod2𝑛𝑛) = 2（R 結構－程序知識－分析）。 

 
(3)證在2𝑛𝑛 < 𝑥𝑥 ≤ 2𝑛𝑛+1，𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2(𝑥𝑥 − 2𝑛𝑛)，其中𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁∗ 
○1 𝑛𝑛 = 1時，2 < 𝑥𝑥 ≤ 4 （U 結構－程序知識－分析）， 
𝑓𝑓(3) = 2 = 2(3 − 2)，𝑓𝑓(4) = 4 = 2(4 − 2)（M 結構－程序知識－分析） 

○2 設𝑛𝑛 = 𝑘𝑘 − 1時，2𝑘𝑘−1 < 𝑥𝑥 ≤ 2𝑘𝑘時， 
皆有𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2(𝑥𝑥 − 2𝑘𝑘−1) （R 結構－程序知識－分析） 

○3 𝑛𝑛 = 𝑘𝑘時， 
(a)設𝑥𝑥 = 2𝑘𝑘 + 2𝑡𝑡時， 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑓𝑓(𝑥𝑥

2
) = 2 ⋅ 2(2𝑘𝑘−1 + 𝑡𝑡 − 2𝑘𝑘−1) = 4𝑡𝑡（R 結構－後設知識－評鑑）， 

(b)設𝑥𝑥 = 2𝑘𝑘 + 2𝑡𝑡 + 1時， 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑓𝑓(2𝑘𝑘−1 + 𝑡𝑡) + 2 = 4𝑡𝑡 + 2（R 結構－後設知識－評鑑） 

 
由(1)(2)(3)得2𝑛𝑛 < 𝑥𝑥 ≤ 2𝑛𝑛+1，𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2(𝑥𝑥 − 2𝑛𝑛)，𝑓𝑓(1) = 1（EA 結構－後設知識－評鑑）。 

 

圖 8 

學生 SS4 數學解題思路之 SOLO 結構層次的漸進路徑圖 

 
 

5. 個案學生 SS5 解題思路的漸進脈絡 

以第四回合第 5 題為例，題目「求大

於 1 的整數𝑚𝑚,𝑛𝑛, 𝑘𝑘，使1! + 2! + 3! + ⋯+

𝑚𝑚! = 𝑛𝑛𝑘𝑘。」，其解題表現之原始作答資

料，經由 SOLO 與修訂版 Bloom 之評價規

準的分析與評價之結果如圖 9。 

根據上述的評價分析結果，繪製其解

題思路的漸進路徑圖，如圖 10，顯示學生

SS5 在第四回合第 5 題解題表現的知識與

認知歷程層次在 SOLO 中已達到擴展抽象

結構層次，並展現良好的後設認知監控能

力，創造出有系統性的模數解題策略。 
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質性評價高中資優生數學解題思路之探討──以 SOLO 與修訂版 Bloom 分類法為工具 

圖 9  

學生 SS5 作答資料經由 SOLO 與修訂版 Bloom 之評價規準的分析與評價之結果 
 
(1)1!（U 結構－事實知識－瞭解）+2! + 3!（M 結構－概念知識－瞭解）= 9 = 32有一

解（R 結構－概念知識－瞭解）， 
𝑚𝑚 ≥ 3時，3|𝑚𝑚!，所以3|𝑛𝑛𝑘𝑘 （R 結構－程序知識－應用）。 

 
(2) 𝑚𝑚 = 4,5：𝑛𝑛𝑘𝑘 = 33及 153 無解（U 結構－程序知識－應用），所以𝑚𝑚 ≥ 6， 

∑ 𝑖𝑖!5
𝑖𝑖=1 = 153 = 32 × 17 （M 結構－概念知識－應用）， 

𝑚𝑚 ≥ 6時，32|𝑚𝑚!，所以32|𝑛𝑛𝑘𝑘 （R 結構－程序知識－應用） 
 
(3)𝑚𝑚 = 6,7,8：𝑛𝑛𝑘𝑘 = 873，5913 及 46233，均無解（R 結構－程序知識－分析）， 

所以𝑚𝑚 ≥ 9， 
33|̸∑ 𝑖𝑖!8

𝑖𝑖=1 = 46233 = 32 × 5137 （R 結構－程序知識－分析）， 
𝑚𝑚 ≥ 9時，33|𝑚𝑚!，所以33 |̸𝑛𝑛𝑘𝑘。（R 結構－程序知識－分析）。 

 
由(1)(2)(3)可得以下結論： 

𝑚𝑚 < 9時，有(𝑚𝑚,𝑛𝑛, 𝑘𝑘) = (3,3,2)（𝑹𝑹結構－程序知識－評鑑） 
𝑚𝑚 ≥ 9 時，32|𝑛𝑛𝑘𝑘，但 33|̸𝑛𝑛𝑘𝑘，得𝑘𝑘 = 2，𝑛𝑛 = 3𝑝𝑝，且3|̸𝑝𝑝。 
但𝑚𝑚 ≥ 9時，∑ 𝑖𝑖!𝑚𝑚

𝑖𝑖=1 ≡ 1! + 2! + 3! + 4! ≡ 3(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 1 0)不可能為平方數，所以無解。（R
結構－後設認知－評鑑）。 
故解為(𝑚𝑚,𝑛𝑛, 𝑘𝑘) = (3,3,2)（EA 結構－後設認知－創造）。 

 

圖 10 

學生 SS5 數學解題思路之 SOLO 結構層次的漸進路徑圖 
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6. 個案學生 SS6 解題思路的漸進脈絡 

以第四回合第 4 題為例，題目「設數

列< 𝑎𝑎𝑛𝑛 >滿足𝑎𝑎1 = 1，𝑎𝑎𝑛𝑛+1 ⋅ 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 + 1  
(𝑛𝑛 = 1,2,⋯)，求證：∑ 1

𝑎𝑎𝑘𝑘
𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 ≥ 2(√𝑛𝑛 + 1 − 

1)。」，其解題表現之原始作答資料，經由

SOLO 與修訂版 Bloom 之評價規準的分析

與評價之結果如圖 11。 

根據上述的評價分析結果，繪製其解

題思路的漸進路徑圖，如圖 12，顯示學生

SS6 在第四回合第 4 題解題表現的知識與

認知歷程層次在 SOLO 中已達到擴展抽象

結構層次，並展現良好的後設認知監控能

力，創造出有結構性的級數表徵轉換之解

題策略。 

 

針對圖 2、圖 4、圖 6、圖 8、圖 10

及圖12的6位個案教師解題思路的漸進脈

絡進行綜合分析與比較，發現有些解題思

路處於同一個分類法之結構層次的漸進途

徑，另一些則是不同分類法之結構層次之

間的漸進途徑，分別以實線與虛線等兩種

箭頭表示。同時，這 6 個漸進路徑圖，皆

存在一些循環性的 U-M-R 迴圈或路徑，其

中以三個虛線箭頭所組的 U-M-R 迴圈，描

述解題思路在修訂版Bloom之同一個結構

層次中產生解題方法的統整，此種現象如

同 Piaget (1945)所提的同化與調適之觀

點，認為解題者以既有知識結構面對問題

時，將新遇見的事物納入或修正既有的知

識結構(Harlow et al.,2006)，作為下一階段 

圖 11  

學生 SS6 經由 SOLO 與修訂版 Bloom 之評價規準的分析與評價之結果 
 
(1)𝑎𝑎𝑛𝑛+1 ⋅ 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 + 1 （U 結構－事實知識－記憶） 
⇒𝑎𝑎𝑛𝑛 ⋅ 𝑎𝑎𝑛𝑛−1 = 𝑛𝑛 （M 結構－概念知識－瞭解） 

⇒ 1
𝑎𝑎𝑛𝑛

= 𝑎𝑎𝑛𝑛−1
𝑛𝑛

 （R 結構－概念知識－應用）。 
 
(2) 1

𝑎𝑎𝑛𝑛−1
+ 1

𝑎𝑎𝑛𝑛
 （U 結構－程序知識－應用） 

= 1
𝑎𝑎𝑛𝑛−1

+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−1
𝑛𝑛

 （M 結構－程序知識－應用） 

≥ 2
√𝑛𝑛
 （算幾不等式）（R 結構－程序知識－應用）。 

 
(3)∑ 1

𝑎𝑎𝑘𝑘
𝑛𝑛
𝑘𝑘=1  (U 結構－程序知識－分析) 

= 1
2𝑎𝑎1

+ ( 1
2𝑎𝑎1

+ 1
2𝑎𝑎2

) + ( 1
2𝑎𝑎2

+ 1
2𝑎𝑎3

) + ⋯+ ( 1
2𝑎𝑎𝑛𝑛−1

+ 1
2𝑎𝑎𝑛𝑛

) + 1
2𝑎𝑎𝑛𝑛

 （M 結構－程序知識－分析） 

≥ ( 1
2𝑎𝑎1

+ 1
2𝑎𝑎2

) + ( 1
2𝑎𝑎2

+ 1
2𝑎𝑎3

) + ⋯+ ( 1
2𝑎𝑎𝑛𝑛−1

+ 1
2𝑎𝑎𝑛𝑛

) （R 結構－程序知識－分析） 

= 1
2

[( 1
𝑎𝑎1

+ 1
𝑎𝑎2

) + ( 1
𝑎𝑎2

+ 1
𝑎𝑎3

) + ⋯+ ( 1
𝑎𝑎𝑛𝑛−1

+ 1
𝑎𝑎𝑛𝑛

)] (U 結構-程序知識-評鑑) 

≥ 1
2

[ 2
√2

+ 2
√3

+ ⋯+ 2
√𝑛𝑛+1

] (由(2)（M 結構－程序知識－評鑑） 

= 1
√2

+ 1
√3

+ ⋯+ 1
√𝑛𝑛+1

≥ 2
√2+√1

+ 2
√3+√2

+ ⋯+ 2
√𝑛𝑛+1+√𝑛𝑛

 （R 結構－後設知識－創造） 

= 2(√2 − √1) + 2(√3 − √2) + ⋯+ 2(√𝑛𝑛 + 1 − √𝑛𝑛) = 2√𝑛𝑛 + 1 − 2√1 = 2(√𝑛𝑛 + 1 − 1)  
（EA 結構－後設知識－創造）。 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

˙55˙ 

 

質性評價高中資優生數學解題思路之探討──以 SOLO 與修訂版 Bloom 分類法為工具 

圖 12 

學生 SS6 數學解題思路之 SOLO 結構層次的漸進路徑圖 

 
 

之認知行動的基礎。此外，含有實線箭頭

的 U-M-R 路徑，則說明解題思路在修訂版

Bloom 之不同結構層次之間產生解題策絡

與概念的連結，此種現象亦如同 Piaget 

(1945)所提的組織之觀點，認為解題者聯

結兩種以上非連續的基模形成較複雜的知

識結構。 

此外，在 U-M-R 迴圈或路徑中的 U

結構層次可能是上一個迴圈的 R 結構，或

者 R 結構層次可能是下一個迴圈的 U 結

構。例如，在 SS5 R4Q5 中，學生 SS5 利

用冪次式判斷𝑚𝑚 = 4,5：𝑛𝑛𝑘𝑘 = 33及 153 無

解，故𝑚𝑚 ≥ 6，說明其解題思路承襲上一

個迴圈的 R 結構，形成一個重要的解題線

索，故而展現「U 結構－程序知識－應用」

之層次；接著，求前 5 項和∑ 𝑖𝑖!5
𝑖𝑖=1 = 153 =

32 × 17 (M 結構－程序知識－應用)，再

應用當𝑚𝑚 ≥ 6時，32|𝑚𝑚!，32|(1! + 2! + 3! +

4! + 5!) = 153，推得32|𝑛𝑛𝑘𝑘 （R 結構－程

序知識－應用），顯示其解題思路的心智特

徵展現了如圖 10 中的第二個 U-M-R 迴圈

之漸進途徑。 

在第三個 U-M-R 迴圈或路徑方面，發

現若在第二個 U-M-R 迴圈或路徑後，學生

的解題表現仍未產生知識類型與思維方式

的質變，則其解題思路可能會出現第三個

或更多個 U-M-R 迴圈或路徑。例如，除了

學生 SS1 與學生 SS5 的漸進圖只出現二個

U-M-R 迴圈或路徑之外，其餘學生的解題

思路漸進圖皆出現三個以上的 U-M-R 迴

圈或路徑，而此時迴圈內的解題表現都只

涉及到程序知識內容，尚未涉及後設認知

層次。這個現象也和 Pegg 與 Tall (2005)

的觀點一致，認為在具體符號方式下至少

存在兩個 U-M-R 迴圈或路徑，若在第二個

迴圈或路徑後的反應仍沒有發生形式推理

方式的質變，則可能存在第三個或更多迴

圈或路徑；倘若後續的解題表現發生形式

運思特徵上的質變，則其解題思路有機會

產生遷移而漸進至擴展抽象層次。 

關於先前解題或學習經驗在解題思路

的發展脈絡方面，發現只有個案學生 SS1

在解題一開始使用先前在培訓課程中所學

習的構造法，作為此次解題任務的切入
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點，充分地展現其解題思考的創造精神與

符號表徵轉化的思維方式。此現象和Biggs

與 Collis (1991)的觀點一致，認為先前任

務經驗有助於當前解題表現，從一個認知

層次漸進提升到更高階的認知層次。因

此，本研究認為在數學解題過程中，學生

之前一個解題任務經驗往往有助於其遷移

至後一個較高認知層次的漸進發展。例

如，學生 SS1 透過先前學到的構造法，有

創意地將不等式的符號表徵轉化成具有幾

何意涵的可運思模型，顯示其解題思路呈

現了使用形式化表徵進行思維的同時，也

可被觀察到其使用圖像、經驗及直覺等具

有創造性的表徵內容。 

關於後設認知對於 6 位個案學生數學

解題表現的影響方面，針對圖 2、圖 4、圖

6、圖 8、圖 10 及圖 12 的 6 位個案學生之

數學解題思路的 SOLO 結構層次之漸進路

徑圖進行分析比較，發現除了學生 SS2 之

外，其餘五位學生的解題思路在修訂版

Bloom 認知歷程，皆達到後設認知層次，

同時其解題表現亦達到 SOLO 的擴展抽象

結構層次。因此，本研究認為個案學生的

數學解題表現能夠達到 SOLO 之擴展抽象

結構層次，可能的關鍵因素在於學生運用

後設認知知識的自我覺察與監控能力。此

分析結果可從 Veenman (2011)的觀點獲得

支持，認為高層次的後設認知會監控並調

整低層次的認知歷程，以啟動具有推理論

證的解題思路；亦與張昇鵬(2004)、Steiner 

(2006)的觀點一致，認為資優生較一般生

有好的後設認知能力，亦能使用高層次的

解題策略。 

（二）六位個案學生之解題思路在 SOLO

與修訂版Bloom結構層次的關聯性 

針對 6 位個案學生之 6 個回合的整體

解題表現而言，透過本研究之兩種評價規

準，並藉由顯性特徵分析法進行分析與判

斷，發現他們的數學解題思路，都存在數

個循環性的 U-M-R 迴圈或路徑。以下就 6

位個案學生之數學解題思考，在 SOLO 與

修訂版 Bloom 結構次的主要特徵，以及其

結構層次之間的相關性等兩個面向進行探

討。 

1. 六位個案學生之解題思路在兩種分類

法結構層次之主要特徵 

在 SOLO 方面，根據圖 2、圖 4、圖 6、

圖 8、圖 10 及圖 12 的漸進路徑圖，發現 6

位個案學生的解題思路，皆展現出個數不

一的 U-M-R 迴圈或路徑。此結果顯示

U-M-R 迴圈或路徑是學生數學解題思路

之認知發展過中重要的途徑，其認知層次

發展的主要特徵在於，能從題目中單一解

題線索切入（U 結構），啟迪數學思考產生

多個解題想法（M 結構）並進行聯繫（R

結構），成為下一個迴圈的單一結構（U 結

構），或漸進發展至擴展抽象結構（EA 結

構）。此主要特徵的脈絡和 Biggs 與 Collis 

(1991)的觀點一致，認為 U-M-R 是學生透

過學習發展認知的理想途徑，而且在此途

徑中至少存在兩個 U-M-R 迴圈。因此，本

研究認為高中數學資優生的數學解題思路

在 SOLO 結構層次之發展的主要特徵是至

少存在兩個 U-M-R 迴圈，第一個迴圈的關

聯反應，在第二迴圈中成為單一反應；同

時，亦認為若在第二個 U-M-R 迴圈後的解

題思路發生心智特徵的質性變化，則其解

題思路會產生遷移而漸進至更高階級的層

次，形成不同發展樣貌的解題思路。 
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在修訂版 Bloom 之知識向度方面，根

據圖 2、圖 4、圖 6、圖 8、圖 10 及圖 12

的漸進路徑圖，發現 6 位個案學生的解題

思路所展現的知識類型皆從事實知識出

發。此結果顯示，事實知識是用於解決問

題的基本知識，其內涵的主要特徵是，學

生聯想有關數學術語，或是特定細節與元

素的知識，將問題的內容轉換成某種認知

表徵。此內涵特徵與 Anderson 等人(2001)

的觀點一致，認為事實知識是學生應了解

的有關數學專有名詞，或是可以進行問題

解決的基本要素。此外，亦發現 6 位個案

學生的解題思路並不一定都有運用後設認

知知識，例如，學生 SS2 在解題過程中並

未即時監控自己解題的正確性。此結果顯

示後設認知知識是能幫助學生有效監控在

解題中運用某個解題策略，或在解題後能

判斷答案是否合理，甚至能用其他的方法

來確定自己最後解題結果是否正確，這樣

的認知與覺察歷程，也是學生解題思路漸

進至擴展抽象結構所展現的主要知識特

徵。此特徵與 Anderson 等人(2001)的觀點

一致，認為後設認知知識是學生瞭解如何

監控、調整和修正自己的認知歷程，促進

自我的認知學習活動獲得有效的成果。 

在修訂版 Bloom 之認知歷程向度方

面，根據圖 2、圖 4、圖 6、圖 8、圖 10

及圖 12 的漸進路徑圖，發現 6 位個案學生

的解題思路所展現的認知歷程並不一定起

於記憶，例如，學生 SS3、SS4 與 SS5 之

解題認知歷程是起於瞭解層次；同時，亦

非一定終止於創造，例如，學生 SS2 之解

題認知歷程僅發展至評鑑層次，甚至學生

SS1 一開始的解題思考起於創造層次，接

著再利用學習保留而跨越至記憶層次。因

此，此結果顯示 6 位個案學生之解題思考

的認知歷程層次之遷移不但具有跨越性，

亦具有循序漸進性。由此可見，6 位個案

學生之數學解題思路之認知歷程的主要特

徵是，在不同認知層次之間會產生相互跨

越遷移，在相同認知層次會產生保留或遷

移的漸進現象。此特徵與 Krathwhol (2002)

的觀點相仿，認為相鄰的兩個不同認知層

次可能有重疊或相互跨越之現象，整個階

層發展的過程具有漸增複雜的特性（黃嘉

雄，2004）。 

綜合上述，本研究認為高中數學資優

生之數學解題思考，在 SOLO 分類法所展

現的主要特徵是，至少存在兩個 U-M-R 迴

圈或路徑；而在修訂版 Bloom 知識向度的

主要特徵是，將問題的內容轉換成某種認

知表徵，再運用數學概念之原理通則，執

行一系列的解題程序與策略；而在修訂版

Bloom 認知歷程向度的主要特徵則是，不

同認知層次之間會發生跨越遷移，同時，

認知層次的複雜性會往較高層級漸增發

展。 

2. 六位個案學生之解題思路在兩種分類

法之結構層次之間的相關性 

本研究再從圖 2、圖 4、圖 6、圖 8、

圖 10 及圖 12 的 SOLO 結構層次之漸進路

徑圖進行趨勢分析，發現當個案學生之數

學解題表現在 SOLO 分類法達到擴展抽象

結構層次時，則同時在修訂版 Bloom 之知

識向度均達到後設認知層次，而認知歷程

向度則到達評鑑或創造層次。此結果顯

示，後設認知知識是比較能解釋 6 位個案

學生之數學解題表現能夠達到擴展抽象結

構層次的一種知識向度，例如，學生 SS4

利用數學歸納法進行一般性的推論是認知
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行為，但決定啟動推論則是後設認知。同

時，亦顯示 6 位個案學生都能夠運用較高

層次的評鑑與創造，形成數學表徵與程序

規準，判斷並發展出有效的解題計畫，例

如，學生 SS3 利用模數概念將問題轉化成

作兩組同餘數的判斷規準，並將滿足數學

式7|(3𝑥𝑥 − 𝑥𝑥3)的 x 值配對起來，形成一個

完整且具原創性功能的解題策略。這些現

象與 Veenman (2011)的觀點雷同，認為高

層次的後設認知會監控並調整低層次的認

知歷程，決定「何時」與「為何」運用推

理策略；亦與 Steiner (2006)的觀點一致，

認為資優生較一般生能使用高層次的解題

方法，並能創造出原創性的解題策略（劉

哲源、劉祥通，2008；Clark, 2008）。 

此外，本研究亦發現 6 位個案學生之

數學解題思路在 SOLO 的結構層次，很集

中式地散佈在知識與認知歷程層次之二維

矩陣的對角線上。此結果顯示，6 位個案

學生之解題思路在兩種分類法的結構層次

之高低相關性，具有高度的正相關，據此

說明了 6 位個案學生之數學解題表現的

SOLO 結構層次愈高，其所展現的解題思

路在Bloom知識與認知歷程之結構層次也

愈高階。又根據圖 2、圖 4、圖 6、圖 8、

圖 10 及圖 12 之漸進路徑圖的分析結果，

顯示當個案學生之解題思路的知識向度達

到後設認知層次時，則此時其解題表現在

SOLO 分類法也會到達擴展抽象層次。這

個現象和陳柏霖與劉佩雲(2015)的觀點雷

同，認為後設認知策略與學生之學習行為

和學習成效呈顯著的正相關。由此可見，

後設認知知識的確是比較能解釋學生學習

表現的一種知識向度(Liu & Lin, 2007)，故

本研究認為後設認知知識扮演著修正、監

控與調整等策略選擇的重要角色，導致高

中數學資優生之數學解題的心智特徵在解

題思考的漸進途徑中，能夠累積足夠的動

能而漸進至擴展抽象結構層次。 

總言之，使用 SOLO 與修訂版 Bloom

之評價規準作為分析高中數學資優生之數

學解題表現的評價工具，所得到的類似圖

2、圖 4、圖 6、圖 8、圖 10 及圖 12 的 SOLO

結構層次漸進路徑圖，不僅可用以評價學

生數學解題表現在修訂版Bloom知識與認

知歷程層次二維矩陣中的 SOLO 結構層

次，亦可用以描述其解題思路在修訂版

Bloom 知識與認知歷程層次中具漸增複雜

性的發展樣貌。 

伍、結論與建議 

一、結論 

本研究以 SOLO與修訂版Bloom分類

法作為質性描述高中數學資優生之數學解

題表現層級的評價工具，經過兩種分類法

之編碼與量化統計後，結果顯示這 6 位個

案學生之6個回合36題數學競賽試題之整

體解題表現，在 SOLO 分類法皆達到擴展

抽象結構層次。這樣的結果說明了這 6 位

個案學生在數學解題時，能夠使用關聯性

的原理和方法，或更抽象的數學知識，對

問題進行特殊化的論述和一般化的歸納與

推理，並能拓展問題本身的意義與研究價

值。在修訂版 Bloom 之知識與認知歷程的

結構層次，皆達到後設認知與創造層次，

這樣的結果亦說明了這 6 位個案學生在數

學解題時，能夠對於所用的解題策略、策

略情境、策略有效程度和自我知識等方面

進行自我認知與覺察，同時，亦能夠透過
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解題思路之心智特徵的正逆向轉化過程，

創造出原創性的解題策略。 

另外，在層次發展樣貌方面，根據圖

2、圖 4、圖 6、圖 8、圖 10 及圖 12 的解

題思路所展現的 SOLO 結構層次漸進路徑

圖的分析，結果顯示這 6 位個案學生之解

題表現的 SOLO 結構層次愈高，其所展現

的修訂版Bloom之知識與認知歷程層次也

愈好。這樣的正向關聯性結果說明了這 6

位高中數學資優生在解決數學競賽問題過

程中，當解題思路之心智特徵在知識類型

與認知歷程所使用的的層次提升時，則其

解題反應會在 SOLO 的漸進路徑中產生遷

移而漸進至更高的結構層次。此外，這 6

位個案學生之數學解題思路的發展樣貌之

主要特徵是至少存在兩個 U-M-R 迴圈或

路徑，且當修訂版 Bloom 的知識與認知歷

程向度分別到達後設認知，以及評鑑或創

造層次時，則個案學生之解題表現有機會

累積足夠的遷移能量，漸進到 SOLO 分類

法的擴展抽象結構層次。這樣的主要特

徵，不僅闡述了 U-M-R 迴圈或路徑是高中

數學資優生在解決數學競賽試題的過程

中，發展解題思路的一個重要且理想的認

知途徑，亦說明了後設認知知識是幫助高

中數學資優生有效監控、調整和修正自己

的認知歷程之關鍵的知識類型，亦是導致

其數學解題表現臻至擴展抽象層次的重要

心智特徵。 

總言之，本研究認為 SOLO 分類法是

一種以結構層次描述高中數學資優生之數

學解題表現的質性評價工具，若能將高中

數學資優生之數學解題思路的結構層次及

其漸增複雜性的發展樣貌，與其所展現在

修訂版Bloom知識與認知歷程向度的心智

特徵聯繫起來，則在學生評量的應用上，

有其重要的研究意義與教育實務價值。也

就是說，透過 SOLO 分類法之質性評價，

可以讓高中數學資優生的數學解題思路變

得更加可觀察，一來可以協助數學教師診

斷學生數學解題表現的發展脈絡，二來幫

助數學教師覺察其與教學目標的最近發展

區之差距，為提升學生數學解題能力之教

學策略提供更務實的回饋。因此，本研究

結論的蘊涵，乃冀期透過本研究所整合的

兩種分類法之評價規準，針對高中數學資

優生之數學解題表現在修訂版Bloom的二

維矩陣中，繪製其解題思路之 SOLO 結構

層次的漸進路徑圖，藉由此圖幫助高中數

學教師理解高中數學資優生之數學解題的

心智特徵與其 SOLO 評價層級之間的脈絡

關係，亦能夠為數學教育工作者設計高中

數學資優培訓教材、指導數學資優專題課

程，甚至進行相關數學教育研究，提供一

個質性分析的參考。 

二、建議 

雖然本研究闡述了高中數學資優生之

解題表現在 SOLO 分類法的結構層次，與

其在修訂版Bloom的知識與認知歷程層次

之間，存在正向的關聯性，然而並未深入

探討影響高中數學資優生解題思路之認知

發展的可能因素，例如，U-M-R 迴圈或路

徑的運作機制，前一個 U-M-R 的關聯結構

如何成為下一個 U-M-R 的單一結構或擴

展抽象結構，或者影響漸進至擴展抽象結

構層次的關鍵心智特徵，以及高中數學資

優生在數學解題一開始有關事實知識的切

入點，和面對問題的解題經驗與動機等心

理特徵因素；甚至也未深入探討所有一般

高中學生之數學解題表現的 SOLO 結構層
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次，與其解題思路之心智特徵及其發展樣

貌的關聯性。 

另外，根據本研究的研究結果發現，

高中數學資優生數學解題思路之結構層次

的漸進過程，都存在個數不一的 U-M-R 迴

圈或路徑，但也尚未對於造成這樣迴圈數

差異的可能因素做深入的研究。因此，針

對本研究在相關延伸議題所遇到的研究侷

限提出建議，是希望未來或許能試著建立

「符合臺灣高中學生數學解題思路之 3D

結構層次的漸進編碼系統」，深入地探討

SOLO，以及修訂版 Bloom 之知識與認知

歷程等三個維度之內涵特徵的關聯性，將

有助於探究臺灣高中學生數學解題思路在

這三維度之結構層次的心智特徵及其漸進

發展脈絡，進而探討造成數學解題思路之

U-M-R 迴圈數差異等影響解題思路之認

知發展的可能因素。 
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附錄一：個案學生之評量實作試題，共 36 道數學問題 

 
第一回合 

1. 若 2(cos 42 cos102 cos114 cos174 )° + °+ °+ ° n
m

= ，其中 ,m n N∈ ，且 ,m n互質，

求m n+ 之值。 

2. 在給定的數列 2003，2006，2010，2012，2018，2021，2023，2027，2032，2045，2047

中，相鄰若干個數之和能被 11 整除的數組共有多少組？ 

3. 已知梯形 ABCD 中， BCAD // ，E 是邊 AB 上的動點， 21,OO 分別是∆AED、∆BEC

的外心，試證： 21OO 之長度恆為定值。 

4. 設α、β、γ為方程式 0144 23 =−+− xxx 的三根，對 n∈N∪{0}，令

nnn
nS γβα ++= ，求 2014S  的個位數字。 

5. 實數 yx, 滿足 )3(322 ++=++ yxyxyx ，求
22 yx + 之最大值與最小值。 

6. 符號定義：設 0>b ， }{b 表b 的小數部分。設 n 是正整數，a 是有理數，0 2000a< < ，

但不是整數，則滿足 }
2000

!{}{ 2 na = 的 ),( na 共有___________組。 

 

第二回合 

1. 設 , , ,a b Rα β ∈ ；試證：

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 2a b a b a bα β α β α β α β− + − + − + + + − + + ≥ + 。 

2. 設 P 為 ABC∆ 平面上任一點， , ,a BC b CA c AB= = = ；試證：

aPB PC bPC PA cPA PB abc⋅ + ⋅ + ⋅ ≥ 。 

3. 設 n N∈ ，若
1 2 3 2( ) 1 2 3 ( 2) ( 1)n n nf n n n n− −= + + + + − + − + ，試求

( 1)
( )

f n
f n
+

的

最小值。 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

˙68˙ 特殊教育學報 

 

4. 數列{ }na 定義如下： 1 1a = ，且當 2n ≥ 時，
2

1

1,

1 ,

n

n

n

n

n

a

a

a −

+
= 



當 為偶數

當 為奇數
 ；已知

30
19na = ，

求正整數 n 。 

5. 證明存在一個有理數
c
d
，其中 100d < ，能使

73[ ] [ ]
100

ck k
d
⋅ = ⋅ ，對於 1,2, ,99k = 

均成立。 

6. 在菱形 ABCD 中，
060=∠A ，E 為 ABD∆ 的外接圓的劣弧 BD上的任意一點，直線

DE 與 AB 交於點 F，求證：AD，BE，CF 三線共點。 

 

第三回合 

1. 證明：沒有三個有理數 , ,x y z ，滿足 ( )2 2 2 3 5 0x y z x y z+ + + + + + = 。 

2. 設 x 為不大於 2006 之正整數，又
33x x− 被 7 整除，問 x 有多少個？ 

3. 0 3 sina θ< < ，
5,

4 6
π πθ  ∈   

，求 ( ) 3
2 3

4, sin
3 sin

f a
a a

θ θ
θ

= +
−

之最小值？ 

4. 已知圓O為正方形 ABCD的內切圓（如圖所

示），設 ,P Q 兩點分別為圓O與 AD、AB 的

切點，若T 為PQ弧上異於 ,P Q 的任意點，且

過T 點作圓弧𝑃𝑃𝑃𝑃的切線，交 AB、AC、AD

於 , ,I J K 三點，試證： 1AI AJ AK
IB JC KD

+ + = 。 

 

5. 設 nm, 均為正整數，試證明： 111
>+

mn nm
。 

6. 已知一系列互相外切的圓 ( 1, 2,3, )nC n =  ， 

  其中圓 1C 與拋物線
2y x= 相切，也相切於頂點，如圖所示。每個圓 ( 1)nC n > 都與拋

物線
2y x= 相切，且與圓 1nC − 相切，若圓 1C 之半徑 1

1
2

r = ，試求圓 2014C 的半徑 2014r 。 
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第四回合 

1. 在邊長為 , , ( )a b c a b c≤ ≤ 的三角形中， , ,a b c 上的高分別為 , ,a b ch h h ，求

min( , )a b

b c

h hK
h h

= 的取值範圍。 

2. n 粒糖圍成一個圓圈，依順時針次序編上號碼 1,2,3,…, n ，自 1 號開始，每隔 1 粒取走

1 粒，陸續取走第 1,3,5,…粒，最後剩一粒，問它的號碼是多少？ 

3. 已知有 n 份文件由 n 個人保管，證明：在 4n ≥ 時，要通 2 4n − 次電話（每次電話中，

兩個人交換他們所知道的信息），每個人就可以知道 n 份文件的內容。 

4. 設數列 na< >滿足 1 1a = ， 1 1n na a n+ ⋅ = + ( 1, 2,n = )，求證：

1

1 2( 1 1)
n

k k

n
a=

≥ + −∑ 。 

5. 求大於 1 的整數 , ,m n k ，使1! 2! 3! ! km n+ + + + = 。 

6. 100 個正數 1 2 3 100a a a a≥ ≥ ≥ ≥ 滿足及
2 2 2
1 2 100 10000a a a+ + + ≥ ，且 

1 2 3 100 300a a a a+ + + + = ，求證： 1 2 3 100a a a+ + > 。 
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第五回合 

1. 證明：在 3n ≥ 時， 2n
可以表示成

2 27x y+ ，其中 ,x y 均為奇數。 

2. 某市有 n 所中學，第 i 所中學派出 ia 名學生 (1 39,1 )ia i n≤ ≤ ≤ ≤ 來到體育館觀看球

賽，總人數
1

1990
n

i
i

a
=

=∑ 。看台上每一橫排有 199 個座位，同一學校的學生必須坐在

同一橫排，問至少要安排多少個橫排才能保證學生全部坐下。 
3. 在 1,2,3,…,1990 中至多能選出多少個數，使得任意兩個選出的數 yx, 都有和 yx + 不被

差 yx − 整除？ 

4. 設 kddd ,,, 21  ( 4≥k )為 n 的全部因數，若 nddd k =<<<= 211 ，且 

ndddd =+++ 2
4

2
3

2
2

2
1 ，求 n 之值。 

5. 任意 4 個不全相等的數字可以組成若干個四位數（允許千位數可為 0），用其中最大的

減去最小的，稱為一次操作，對所得差的 4 個數字繼續施行同樣的操作，證明：經過有

限多次操作後，得到的結果都是 6174。 

6. 在 ABC∆ 的三邊上各任取一點，如圖所示，證明 AEF∆ ， BDF∆ ， CDE∆ 中至少有

一個的面積不大於 ABC∆ 的
4
1
。 

 

 

 

 

 

 

 

 

第六回合 

1. 如果在 1x ≤ 時，
2 1ax bx c+ + ≤ ，證明：在 1x ≤ 時， ( ) 2 4f x ax b′ = + ≤ 。（馬

爾可夫不等式），可推廣到 n 次多項式 ( )f x ，如果在 1x ≤ 時， ( )f x M≤ ，則在 1x ≤

時，
2( )f x Mn′ ≤ 。 
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2. 某二次式
2ax bx c+ + 在區間[0,1]上所有值的模均不超過 1，則 a b c+ + 的最大值

為何? 

3. 已知數列 nr< > 滿足， 1 2r = ， 1 2 1 1n nr r r r −= + ( 2,3, 4, )n =  ，若自然數

1 2 3, , , , na a a a ，滿足
1 2 3

1 1 1 1 1
na a a a

+ + + + < ，求證： 

1 2 3 1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1

n na a a a r r r r
+ + + + ≤ + + + +  。 

4. 設 100b = ， 1 100 nb
nb + = ( 1, 2,3,n =  )， 1 3a = ， 1 3 na

na + = ，求滿足 100mb a> 的最

小正整數m 。 

5. 試證對所有大於 1 的自然數 n ，不等式 2 3 4 3n < 恆成立。 

6. 對於任意實數 x ，二次函數
2( ) ( )f x ax bx c a b= + + < 之值恆大於或等於 0，試求在

此情形之下，
a b c

b a
+ +
−

的最小值。 
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附錄二：六位個案學生之解題表現 

 
1. SS1R4Q6 
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2. SS2R4Q6 
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3. SS3R3Q2 

 
  



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

˙75˙ 

 

質性評價高中資優生數學解題思路之探討──以 SOLO 與修訂版 Bloom 分類法為工具 

4. SS4R4Q2 
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5. SS5R4Q5 
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6. SS6R4Q4 
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Abstract 
The purpose of this study was to use the Structure of the Observed Learning Outcome 

(SOLO) taxonomy and the revised Bloom taxonomy as evaluation tools to analyze the prob-

lem-solving performance of high school gifted students in the mathematical contest tests and to 

explore the structural levels of their problem-solving strategies and mental paths. The research 

design adopted the case study and explicit feature analysis method, by deliberately selecting six 

high school mathematics gifted students with collecting their problem-solving manuscripts of six 

contest tests in the mathematics competition training course. The study refered to the theoretical 

framework of the two taxonomies to respectively integrate into evaluation criteria for analyzing 

the problem-solving performance of the six students and explored the manifestations of the 

structural levels and the developmental paths. The research results showed that: (1) The overall 

evaluation of these six case students’ mathematics problem-solving performances had reached 

the “extended abstract structure level” in terms of SOLO; in the revised version of Bloom, their 

knowledge dimensions have reached the “metacognitive knowledge” level, and their cognitive 

process dimensions have also reached the “create” level. (2) There were several U-M-R loops 
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appearing in the six case students’ mathematics problem-solving mental paths. Meanwhile, it 

also showed that the higher the structure level of SOLO taxonomy, the better the level of the 

knowledge and cognitive process dimension of the revised version of Bloom in the case students’ 

problem-solving performances. 

 
Key words: structure of the observed learning outcome, mathematical problem-solving perfor-

mance, mathematical problem-solving mental path 
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