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摘要 

本研究的目的是探究數學學習困難學生（數困生）與非數學學習困難學生（非數困生）

分數數值比較能力的差異，再以具體－表徵－抽象策略提昇數困生分數數值比較能力。研

究一以四年級一般生(4TA)、六年級一般生(6TA)為非數困生，以六年級閱障數困生(6RDMD)

與數障生(6MD)為數困生，施測後以二因子變異數分析說明研究結果。研究二以三名數困

生為對象，自編介入方案進行教學，以圖示法、目視分析法與統計分析說明研究結果。研

究結果如下：(1)數困生與非數困生的分數數值比較能力有顯著差異；(2)不同題目表徵形式

對數困生與非數困生的分數數值比較能力有顯著差異；(3)不同學生組別與不同題目表徵形

式對分數數值比較能力有顯著的交互作用，即不同學生組別的分數數值比較能力在不同題

目表徵形式有顯著差異；(4)研究參與者依循具體操作、表徵圖示逐步建立抽象概念，具體

－表徵－抽象策略對增進數困生之分數數值比較能力有立即成效；(5)數困生能以抽象數字

或圖示解題，具體－表徵－抽象策略對增進數困生之分數數值比較能力有短期維持效果。 
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壹、緒論 

數學涉及各種知識形態，是有效適應

生活的重要能力。國中小的數學教育聚焦

於學習整數和分數(Bailey et al., 2014)。我

國十二年基本國民教育課程綱要中的數學

領域（教育部，2018）於第一學習階段安

排分數課程─認識平分與單位分數。國小

的分數表現可以預測中學的代數知識、智

力、整數計算(Siegler et al., 2012)，五年級

的分數知識可預測中學代數與 16 歲的數

學成就，16 歲的分數知識和數學成就有

0.80 的相關(Siegler et al., 2012)，短期研究

(Bailey et al., 2012, 2014; Booth & Newton, 

2012)亦是。 

Geary 等人(2004)將數學知識分為概

念與程序兩類。學習分數會促進數概念成

熟(Bailey et al., 2014)，較好的分數概念具

學習優勢(Hallett et al., 2010)，過度類化整

數經驗易形成整數偏見 (whole number 

bias)干擾分數學習 (Bailey et al., 2014; 

Siegler & Pyke, 2013)，使學習分數感到困

難(Fuchs et al., 2013)。學習障礙學生（簡

稱學障生）的分數概念表現遠落後同儕

(Hallett et al., 2010)，不僅臺灣（李盈盈，

2004；洪素敏、楊德清，2002），其他國家

亦是如此(Bailey et al., 2014; Kloosterman, 

2010; Martin et al., 2007; Schneider & 

Siegler, 2010)。 

概念性知識的核心能力之一是可以準

確表示數值 (magnitude)(Hecht & Vagi, 

2012)。數值知識能避免錯誤的計算歷程

(Siegler & Pyke, 2013)，理解數值可能是學

習分數的關鍵 (Siegler & LortieForgues, 

2014)。學障生概念學習速度較一般生緩慢

(Hansen et al., 2017)，可以仿作計算步驟卻

不一定能說明概念(Hallett et al., 2012)。 

研究者選定分數數值概念為第一部分

研究主題。由文獻確知學障生的分數數值

表現較同年級一般生困難，研究者欲增加

低兩個年級的一般生組別，比較其與數學

學習困難學生（簡稱數困生）分數數值比

較能力的差異。國內數學課程於四年級教

授等值分數，因此選定四年級以上的學生

作為研究參與者，以一般生四年級組（簡

稱 4TA）、一般生六年級組（簡稱 6TA）

為非數學學習困難學生（簡稱非數困生）；

以六年級具有數學學習困難的閱讀障礙生

（簡稱閱障數困生，6RDMD）、數學障礙

生（簡稱數障生，6MD）為數困生，探究

四組學生分數數值比較能力的差異。 

文獻支持教學能改善學生的數值知識

(Booth & Siegler, 2008; Ramani & Siegler, 

2008; Siegler & Ramani, 2009; Whyte & 

Bull, 2008)，小學數學課程應安排數值教

學(Jordan et al., 2013)。王宣惠與洪儷瑜

(2019)回顧二十年(1995－2017)來國內有

關數學障礙（mathematics learning disabil-

ities, MLD，以下簡稱數障）的研究，指出

國內期刊論文 70%以上在探討教學策略，

顯示教學的重要性，但其中超過 60%僅是

文獻探討，實徵研究未達 30%，足見研究

與實務間的落差。鑑於文獻以數線估計、

比較與排序來評量數值能力，研究者有別

於現行教材，採用非精算系統，以參照點

估算方式，結合表徵與策略教導數困生分

數數值比較概念。 

具體－表徵－抽象策略 (concrete- 

representational-abstract sequence, CRA)結
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合直接教學(direct instruction)，著重操作與

多 感 官 (multisensory instructional tech-

niques)(Fuchs et al., 2013; Gabriel, 2016; 

Gault, 2016; Johnson, 2014)，將抽象的數學

概念轉化為具體操作的邏輯步驟，結構化

教導思考策略，加上放聲思考將操作轉化

為解題步驟，教導畫圖表徵概念以便快速

處理訊息增加概念理解，最後以抽象符號

成功解題。CRA 策略被實證能應用於多個

數學主題，故研究者在第二部分研究依據

CRA 策略設計教材與介入方案教導數困

生分數數值比較概念。 

本研究分為兩部分。第一部分研究以

4TA、6TA、6RDMD 與 6MD 為研究參與

者，探究四組學生分數數值比較能力的差

異。第二部分研究依據 CRA 策略設計與

實施介入方案改善數困生的數值概念。本

研究有二個研究目的。 

1. 探討 6TA、4TA、6RDMD 與 6MD 四組

學生分數數值比較能力的差異。 

2. 探討數困生接受 CRA 策略教學後分數

數值比較能力的改變情形。 

研究問題如下。 

1-1 不同學生組別在分數數值比較測驗的

差異為何？ 

1-2 不同題目表徵形式對學生分數數值比

較測驗的表現測驗的表現差異為何？ 

1-3 不同學生組別與不同題目表徵形式對

分數數值比較能力是否有顯著的交互

作用？ 

2-1 探討數困生在接受 CRA 策略教學後的

立即成效為何？ 

2-2 探討數困生在接受 CRA 策略教學後的

短期維持效果為何？ 

 

貳、文獻探討 

一、數學障礙的定義與特徵 

學障出現率介於學齡人口的 5%至

13.8% (Heck, 2015)。精神疾病診斷與統計

手冊第 5 版（Diagnostic and Statistical 

Manual of Mental Disorders-V，以下簡稱

DSM-5）將學障更名為特定學習疾患

(Specific Learning Disorder)（孟瑛如、簡

吟文，2014），歸類於神經發展性疾患

(Neurodevelopmental Disorders)，強調成因

源自於神經發展異常，以核心缺陷作為鑑

定基準，按功能與嚴重程度分為輕中重三

級，再以學習行為特徵分為閱讀、書寫與

數學三個亞型（連文宏、洪儷瑜，2017）。

數障約佔學障人口數的 26%（胡永崇，

2015），約學齡人口總數的 5%至 8% (Cole 

& Wasburn-Moses, 2010; Geary, 2004)。數

障生在學習過程中可能因注意力短暫、無

法記憶與提取數學事實、忘記程序步驟等

情況而有訊息處理困難(Lerner & Johns, 

2012, 2015)，特徵如下。 

（一）數字概念困難 

數障生因直覺數感(subitizing)能力不

佳無法自動化依數值排序數字(Landerl et 

al., 2004)，也因無法如同齡一般生採取有

效策略(Geary, 2004)，因此大數字計算困

難，錯誤率高。 

（二）點數困難 

數障生在點數知識的發展與應用呈現

困難(Lerner, 2003)。根據發展順序，點數

知識有五大原則（李俊仁，2017；Geary, 

2004; Geary et al., 2004），前三項的一對一

對應原則(one to one corresponded princi-

ple)、穩定順序原則(stable order princi-
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ple)、基數原則(cardinal principle)是基本原

則，後兩項的抽象原則 (abstract princi-

ple)、順序無關原則(order irelevance prin-

ciple)是彈性原則（李俊仁，2017）。數障

生僅在基本原則的表現最穩定 (Geary, 

2004)，但即便知道一對一對應原則，也可

能因工作記憶在訊息處理過程中無法有效

監控點數行為，而有重複點數第一個或最

後一個物品的錯誤(Geary et al., 1992)。 

（三）計算困難 

DSM-5 明列計算障礙(dyscalculia)為

學障亞型之一，具有數學事實提取困難、

計算流暢度不足、缺乏數概念、處理速度

慢……等特徵（連文宏、洪儷瑜，2017；

楊坤堂，2007），出現位值錯誤、計算方向

與程序錯誤、重組錯誤、缺少特定步驟知

識……等錯誤（楊坤堂、鄧國彬，2005；

Raghubar et al., 2009）。如多位數加減法頻

繁出現數字加減錯誤、進退位沒有增減

1、都以大數減小數……等錯誤。 

（四）自動化提取數學事實困難 

從長期記憶直接提取數學事實的策略

反應出以記憶為本位的問題解決歷程

(memory-based problem solving processes)， 

三年級一般生即以此作為主要計算策略，

但約有 25%的五年級數障生仍頻繁使用手

指點數策略 (Geary, 2004; Geary et al., 

2004)。一般生能彈性組合不同計算策略

(Geary, 2004)，自動化檢索長期記憶減低

工作記憶負荷。大部分學障生約比一般生

延遲兩個年級才可能得以組合計算策略

(Geary et al., 2004; Goldman et al., 1988)。

文獻指出無法採用有效率的策略與無法自

動化提取數學事實是數障的特徵，自動化

提取困難為其核心缺陷。 

（五）理解困難 

許多數障生併合閱讀和口語困難，難

以理解數學符號及語言（楊坤堂，2007；

Lerner, 2003）。因閱讀困難不易理解題目

中比較、拿走、位值……等詞彙意思，也

容易出現無法排除多餘訊息、訊息重點抓

取錯誤、符號使用錯誤、無法理解題意，

缺乏問題表徵能力或不會選擇適當策

略……等困難（楊坤堂，2007），難以保留

新概念或類化與應用概念(Heck, 2015)。 

（六）分數學習困難 

分數扮演學習實數屬性改變的關鍵角

色，象徵數概念成熟(Bailey et al., 2014; 

Siegler & Lortie-Forgues, 2014)。早期出現

分數學習困難的學生，困難會延續到高中

與大學階段(Hansen et al., 2017; Hecht & 

Vagi, 2010; Mazzocco & Devlin, 2008)。

Siegler 等人(2011, 2012)對 10 歲國小學生

實施整數與分數測驗，結果指出分數知識

和整數除法計算可有效預測高中代數和整

體的數學表現。學障生學習分數所需時間

約是一般生的 2.5 倍(Hansen et al., 2017)，

不僅速度緩慢，錯誤也更多。 

（七）數學焦慮 

學障生對概念、計算、推理……等與

數學相關的作業易感到壓力與焦慮。腦科

學使用功能性核磁共振(fMRI)確認大腦在

特定區塊會顯示壓力與焦慮(Heck, 2015; 

Lerner & Johns, 2012, 2015; Mazzotti & 

Mustian, 2013)，因而削弱數字處理能力與

抑制工作記憶，影響學習內容的轉化、儲

存與使用(Lerner, 2003)。 

二、分數的數值概念 

（一）概念性知識與程序性知識及發展順

序 
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數學知識涵括概念與程序 (Geary, 

2004) 。概念是一種心理表徵 (Hurrell, 

2018)，即個體能解釋與說明數學事實和屬

性間的關係(Hallett et al., 2010; Nahdi & 

Jatisunda, 2020)。理解概念可謂建立新知

識與舊經驗間的連結(Nahdi & Jatisunda, 

2020)，在個人現有的知識基礎上再添新知

識。程序性知識即個體可以完成目標導向

的動作序列，產生預期的結果(Hallett et al., 

2010; Nahdi & Jatisunda, 2020)。程序性知

識的獨特之處在個體無需理解相關意義即

可執行。 

部分學者提出以概念優先(concepts- 

first approach)的方式學習(Skemp, 1976)，

另有學者認為先練習提取與實施程序，再

藉著執行程序來學習概念(Hallett et al., 

2010)，亦有學者認為可結合兩種方法解

題，沒有順序差別。如回答 1
2
 與 1

4
 差是多

少的減法問題，必須先判斷分數大小決定

計算順序再算出分母的最小公倍數與分子

的差，過程涉及數值概念與計算程序，兼

具兩種知識。Rittle-Johnson 等人(2001)指

出學生會交互使用兩種知識學習，知識間

會相互發展與增進然後再反饋。Hecht 與

Vagi (2010)及 Miller 等人(2011)亦獲得相

似的研究結果。 

（二）整數與分數 

國小數學始於整數，爾後學習分數和

小數。學生運用整數屬性學習分數(Alibali 

& Sidney, 2015; Hansen et al., 2017; New-

ton et al., 2014)，數字發展綜合論(An In-

tegrative Theory of Numerical Develop-

ment)提出整數屬性套用到其他數字學習

並非全然不變 (Siegler & Lortie-Forgues, 

2014)。整數具有以下屬性(Bailey et al., 

2014; Newton et al., 2014; Siegler & Lor-

tie-Forgues, 2014)：(1)整數是一個集合，

包含正負整數與 0，可用單一數字表示；

(2)數字有特定的前後順序與接續的數

字，兩個連續整數間並無其他整數在其

中；(3)具有數值，可放置在數線上表示大

小，一個位置只能放置一個整數；(4)可以

進行加減乘除四則運算；(5)數值固定隨加

法、乘法增多，隨減法、除法減少。 

分數屬性如下 (Bailey et al., 2014; 

Newton et al., 2014; Siegler & Lor-

tie-Forgues, 2014)：(1)須以兩個數字和「/」

符號表示成 a/b，a、b 皆為整數，且 b 不

為 0；(2)排序有特定的前後順序與接續的

分數，兩個分數間存有無限個分數；(3)具

有數值，可放置於數線上，同一位置可放

置多個分數，表示相同數值；(4)可進行加

減乘除四則運算；(5)數值並非固定隨著加

法、乘法增多，減法、除法變小。 

整數與分數的屬性既相似也衝突，數

值為兩者共同屬性。 

（三）數值概念與相關研究 

數值是數字發展的核心 (Siegler & 

Lortie-Forgues, 2014)，實數都具備此項屬

性。Jordan 等人(2013)以整數數線估計的

正確率評估學生的整數數值知識，結果指

出數線估計會影響分數概念與計算的學

習，整數數值知識較好的學生學習分數較

有優勢。Bailey 等人(2012)表明六年級的

數值能力可以預測七年級的數學成就。

Bailey 等人(2014)指出一年級的整數數值

知識可預測七年級與八年級的分數數值知

識。Siegler 與 Pyke (2013)明示即使在統計

上控制分數計算的能力，分數數值知識和

整數除法仍可預測分數計算和數學成就，
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且分數數值知識與數學成就間有高度相

關。Siegler 等人(2011)的研究表明分數數

值能力比分數計算更能解釋個別數學成就

的差異。Hansen 等人(2017)觀察 536 名三

到六年級學生分數知識的改變情況，發現

六年級的數困生在數線估計、等值分數和

排序分數這幾項測驗表現明顯落後同年級

一般生，研究結果顯示當三年級的語文能

力、注意力、整數數線估計、計算流暢度

表現低落，分數概念發展落後的機率約是

一般生的 1.5 倍，同時約有 2.5 倍的機會被

鑑定為特殊生。 

數值是數障的核心缺陷之一(Butter- 

worth et al., 2011)。Hecht 與 Vagi (2010)比

較四至五年級數困生和非數困生的分數表

現，結果指出分數概念和課堂注意力行為

可預測分數計算、文字題和數值的表現，

數困生各項表現不僅顯著低於非數困生且

進步速率越趨緩慢。分數數值是學習分數

易感到困難的內容(Jordan et al., 2013)，提

昇數值能力是改善分數學習的關鍵之一

(Siegler & Lortie-Forgues, 2014)。Jordan 等

人(2013)建議國小數學課程需要安排數值

教學。Hansen 等人(2017)建議將等值、比

較和排序數值及異分母的計算列為分數學

習困難者的教學目標。 
 1
2
 是學生判斷正確率最高的分數

(Mazzocco et al., 2013; Siegler et al., 

2011)，依此，研究者以整數 1 和分數 1
2
 作

為參照點來評量研究參與者的數值能力。 

（四）分數教學策略的相關研究 

閱覽文獻可發現許多分數教學的策

略，如結合遊戲、閃示卡、操作活動、資

訊設備等，目的都是增進學生對分數概念

性與程序性知識的理解與應用。Everett 等

人(2014)對 3 名六年級分數學習低成就的

學生實施 Look-Ask-Pick (LAP)教學策

略，使用閃示卡和遊戲來教導同分母與異

分母分數加減法的文字題。研究結果指出

LAP 教學策略有效提升答題正確率，具有

3 週的正向保留效果。 

Fuchs等人(2013)對290名四年級學習

高風險(at risk, AR)的學生進行教學，強調

部分－整體的概念與圖示增進學生對分數

概念和計算程序的理解。結果指出此教學

能有效縮減 AR 生和一般生在分數測驗上

的落差。Fuchs 等人(2016)將 213 名學習分

數具有高風險的四年級生分為對照組與控

制組，分別實施部分－整體關係的常規教

學與 enVision MATH 課程(envision MATH 

program)，教導分數加法與乘法文字題再

比較前後測差異。結果指出控制組在分數

理解、計算與乘法文字題的測驗表現優於

對照組。Sharp 與 Shih Dennis (2017)對 3

名四年級學障生實施繪圖策略 (model 

drawing strategy, MDS)，教導分數比較與

排序的文字題。結果指出 MDS 策略能提

昇解題表現，且有 2 至 4 周的保留效果。 

Westenskow 與 Moyer‐Packenham 

(2015)隨機將 43 名五年級接受補救教學

（Tier 2，T2 組）的數困生分為 3 組，分

別使用實物操作 (physical manipulatives, 

PM)、網路虛擬操作(virtual manipulatives, 

VM)和結合兩種操作來教導等值分數概

念。結果顯示三種操作方式對學習分數等

值概念和一般分數概念都有助益，以 PM

組進步最多。國內文獻也有類似 VM 的教

學方式。黃彥齊(2012)運用虛擬教具對 2

名國小五年級學障生進行等值分數表徵轉

換教學，結果指出虛擬教具對學習擴分及
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約分概念與等值分數概念之圖形表徵轉符

號表徵及符號表徵轉符號表徵的表現具有

立即和保留成效。林嘉惠(2015)、阮秋華

(2016)、周淑君(2018)使用萬用揭示板作為

教學操作輔具，結果均指出虛擬操作有助

學生理解分數概念。 

CRA 策略能應用於多個數學概念教

學，如國小的基本數學事實、位值、計算、

分數等概念，中學的代數、方程式等數學

課程。Minarti 與 Wahyudin (2019)以準實驗

研究的方式對 2 個二年級班級實施 CRA

策略與直接學習法(direct learning)探討其

數學概念理解是否具有差別。研究結果顯

示兩種教學皆有助發展概念，學習 CRA

策略的班級進步程度較大並提昇學習態

度。Berry 與 Thunder (2017)觀察一年級教

師使用 CRA 策略授課，結果顯示教師讓

學生使用有意義的具體物與表徵連結抽象

符號來理解概念，同時以語言描述思考歷

程，能讓學生深化概念減少錯誤。Gabriel 

(2016)將 292 名學生分為實驗組與對照

組，分別實施 CRA 策略與常規教學以比

較分數概念的差異。結果顯示實驗組的分

數概念理解有 15%－20%的進步，對照組

未呈現相同的進步。 

Zulfakri 等人(2019)對 2 班七年級生各

31 人，分別實施 CRA 策略與常規教學以

比較表徵與解題能力的差異。研究結果指

出接受 CRA 策略教學的學生其表徵與解

題能力的進步程度顯著高於接受常規教學

的學生。CRA 策略亦可搭載互動式設備進

行教學或用於其他教學法，Heck (2015)以

CRA 策略結合互動式白板教學，Rahmi 和

Arnawa (2018)使用 CRA 策略指導八年級 

 

生進行探究式學習，都獲得可以提昇學生

概念理解和學習動機的研究結果。 

Flores 等人(2018)對 31 名五年級學困

生分別實施多層次教學支持系統(multi- 

tiered systems of support, MTSS)中第二層

次（Tier 2，T2 組）教學與 CRA 策略教學，

再比較兩種教學方式對分數與小數文字題

的學習效果。結果顯示接受 CRA 策略教

學的學生在後測表現有較多的進步。Flores

等人推測是因為 CRA 策略在具體階段可

以操作多種教具，在表徵階段使用多元圖

示，提供學生多次示範和引導練習，且分

別在具體階段與表徵階段的教具和數線上

標示出 0、 1
2
 和 1，有助學生更清楚數值。 

綜觀文獻，CRA 策略具有實物操作、

視覺圖示表徵與結構的教學步驟等有效教

學要素，且符合國小階段學生具體階段與

半具體階段的認知發展。 

三、CRA 策略的起源、內容與教學步驟 

CRA 策略是從具體(concrete)、表徵

(representational)到抽象(abstract)三階段的

教學策略，亦稱為 CPA (Concrete-Pictorial- 

Abstract)或 CSA (Concrete-Semiconcrete- 

Abstract)，源起布魯納(Bruner)，讓學生從

具體操作開始學習，接著進入圖示表徵，

最後習得使用抽象符號解題。CRA 策略三

階段內容如下。 

（一）具體階段─Concrete (C) 

此階段教師使用具體物(physical ob-

jects)呈現概念的外在物理表徵，讓學生在

操作過程中以視覺、聽覺、觸覺、動覺

(kinesthetic)……等多感官來建構和理解概

念並放聲思考，引導學生發展出內在表徵

幫助抽象概念的自動化 (Azmidar et al., 

2017; Berry & Thunder, 2017; Epler, 2019; 
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Flores et al., 2018; Hurrell, 2018; Johnson, 

2014; Miller et al., 2011; Paulsen, 2005; 

Strickland, 2016; Witzel et al., 2008; Zulfa-

kri et al., 2019)。教師以討論引領學生操作

具體物建構對抽象概念的個別化認知

(Moore, 2017)，討論讓操作和概念間的連

結更清晰，避免產生迷思(Mills, 2019)。操

作和討論是此階段的焦點，學生以此來連

結和發展數學概念。 

（二）表徵階段─Representational (R) 

此階段教師以圖片、圖畫搭建概念，

學生學習把具體物轉換為半具體 (semi- 

concrete)的視覺表徵，解決與具體階段相

同型態的數學問題。此階段用圖示表徵具

體物，連結具體階段的學習經驗和抽象階

段的文字、數字和符號 (Azmidar et al., 

2017; Berry & Thunder, 2017; Cole & 

Wasburn-Moses, 2010; Flores et al., 2018; 

Hurrell, 2018; Johnson, 2014; Paulsen, 

2005; Strickland, 2016; Witzel et al., 2008; 

Zulfakri et al., 2019)。此階段聚焦於學生能

看懂、繪製和解釋圖示，用圖示理解概念

和解題。 

（三）抽象階段─Abstract (A) 

此階段把具體物和圖示改以數字或符

號呈現，學生僅用抽象思考解決與前兩個

階段一樣的數學問題(Azmidar et al., 2017; 

Berry & Thunder, 2017; Cole & Was-

burn-Moses, 2010; Flores et al., 2018; Hur-

rell, 2018; Paulsen, 2005; Strickland, 2016; 

Witzel et al., 2008; Zulfakri et al., 2019)。此

階段重點在於學生使用抽象符號理解概念

和解題。 

CRA 策略含有步驟結構化、放聲思考

(think aloud)、視覺表徵、步驟連結、多感

官學習、主動學習等有效元素。三階段都

必須使用數學詞彙和數字學習(Berry & 

Thunder, 2017; Flores et al., 2018)，每階段

至少需要三節課，達到 80%的正確率

(Heck, 2015)才進展到下個階段。讓學生以

適合自己的階段學習以減低數學焦慮

(Azmidar et al., 2017; Berry & Thunder, 

2017; Epler, 2019)。CRA 策略教學步驟如

下(Azmidar et al., 2017; Heck, 2015; Hur-

rell, 2018; Miller et al., 2011)。 

1. 具體階段 

(1)提供學生概念相關的具體物。 

(2)教師說明學習目的與目標。 

(3)教師說明示範與提問討論。 

(4)引導學生練習操作具體物解題。 

(5)學生獨立練習。 

(6)教師回饋。 

2. 表徵階段 

(1)教師說明學習目的與目標。 

(2)繪圖表徵具體物。 

(3)教師說明示範與提問討論。 

(4)引導學生練習繪圖解題。 

(5)學生獨立練習。 

(6)教師回饋。 

3. 抽象階段 

(1)教師說明學習目的與目標。 

(2)教師說明示範與提問討論。 

(3)引導學生練習使用抽象符號解題。 

(4)學生獨立練習。 

(5)教師回饋。 

研究者依循學生認知發展階段與需

求，參考上述文獻及參照點設計介入方案。 
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參、研究方法 

一、研究方法 

本研究分兩部分。第一部分的研究目

的在探究 4TA、6TA、6RDMD 和 6MD 四

組學生分數數值比較能力的差異，自變項

是學生組別，依變項為分數數值能力。研

究者將以混和設計二因子變異數分析來分

析不同學生組別、不同分測驗及其交互作

用對分數數值比較能力的影響。圖 1 為第

一部分的研究架構圖。 

第二部分的研究目的在探討應用

CRA 策略設計介入方案對提升數困生分

數數值比較能力的成效。自變項為分數數

值比較介入方案，依變項為六年級數困生

的分數數值比較能力。圖 2 為第二部分的

研究架構圖。考量研究參與者尋找不易，

故從第一部分研究的 6RDMD 與 6MD 中

尋找三位學生作為第二部分的研究參與

者。因每位研究參與者有其個別需求，故

採個別教學較易有成效；且為了對每位研

究參與者做深入教學及觀察 CRA 策略對

其分數數值能力產生的變化，故採用單一

個案研究法。 

第二部分研究採用跨研究參與者多探

測設計，包含基線期、介入期與維持期三

個階段，實驗設計見圖 2，研究工具為自

編的分數數值比較測驗。確認在引進自變

項前收集至少三點基線探測以建立真正的

基線，至少連續三點呈現穩定的未進步趨

勢後再進入介入期。研究者在介入期實施

分數數值比較介入方案，並於每節課教學

後對研究參與者施測分數數值比較測驗，

以蒐集測驗正確率作為資料點，預計收集

11 個資料點作為自變項對依變項的立即

成效，其中至少連續三個資料點達 80%的

正確率，才停止教學進入維持期，並介入

下一位研究參與者。在停止教學的一週後

對研究參與者再次施測分數數值比較測

驗，以測驗正確率為資料點，檢驗自變項

停止後的短期維持效果，收集三個資料點

後終止研究。 

圖 1 

第一部分研究實驗設計圖 
自變項  依變項 

學生組別 
一般生四年級組(4TA) 
一班生六年級組(6TA) 

閱障數困生六年級組(6RDMD) 
數學障礙生六年級組(6MD) 

 
分數數值比較能力 

 

 

 

 控制變項  
 智力 80 以上  
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圖 2 

第二部分研究實驗設計圖 

 
研 
究 
參 
與 
者 
甲 

基線期 介入期 維持期  
測驗總正確率

至少連續三點

呈現穩定的未

進步趨勢後，

進入介入期。 

完成三階段課程

且正確率至少連

續三點達 80%的

正確率，進入維持

期。介入下一位研

究參與者。 

蒐集三個資料點後終

止研究。 
 

      
研 
究 
參 
與 
者 
乙 

包含初始基線探測和前一位研

究參與者進入介入期達標前的

探測。收集最少三點的基線探

測，且測驗正確率至少連續三點

呈現穩定的未進步趨勢後，才進

入介入期。 

同上 

 
 
 
同上 

      

研 
究 
參 
與 
者 
丙 

同上 同上 

 
 
 
同上 

註：╱╱ 表示停止教學一週後再開始施測。 
 

二、研究參與者 

（一）第一部分研究參與者之選取 

等值分數概念為四年級教材，故以四

年級與六年級一般生為 4TA 與 6TA，做為

非數困生；以六年級閱障數困生與數障生

為 6RDMD 與 6MD，做為數困生。 

1. 4TA 與 6TA 

研究者是在職資源班教師，從任職國

小的四年級 13 個班與六年級 15 個班中隨

機抽取一班作為 4TA 與 6TA 的施測班

級。扣除班上的特殊生，以剩下的人數做

籤，隨機抽取 15 人作為 4TA、6TA 的測

驗成績。為確保每位學生被抽到的機率相

同，每抽出 1 張籤記錄座號後隨即把籤紙

放回籤筒中再繼續抽出下一位學生，因此

每次抽籤的全部籤紙數均相同。 

2. 6RDMD 與 6MD 

以臺南市教育局 109 學年度跨階段重

新鑑定後領有鑑定文號的六年級學障生做

為母群，從東區、北區、安南區、安平區

的國小中找了 18 名六年級的正式閱障

生，施測基本數學核心能力測驗（洪儷瑜、

連文宏，2015）與分數數值比較測驗，找

出數學核心能力表現低於切截值的 17 名

╱╱ 

╱╱ 
 

╱╱ 

分 

數 

數 

值 

比 

較 

測 

驗 

得 

分 
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閱障數困生，再刪去 2 名測驗得分位於極

端值的學生，剩下 15 名學生作為 6RDMD

的研究參與者。另從東區、北區、安南區、

安平區的國小中找了 15 名鑑定為正式數

障的六年級生作為 6MD。 

四組研究參與者共 60 名，每組各 15

名，特徵詳列於表 1 四組研究參與者特徵。 

（二）第二部分研究參與者之選取 

以 6RDMD與 6MD為母群立意選取 3

名就讀研究者任職學校，且家長同意參加

介入方案的六年級數困生做為研究參與者

甲生、乙生、丙生。3 位研究參與者彼此

獨立，以避免不一致介入效果和基線行為

共變。以下分述三位研究參與者的背景與

學習特質，表 2 為其共同特徵。 

1. 甲生 

三年級開始接受資源班直接教學服務

迄今。於 109 學年度小六跨階段重新鑑定

取得數障身分。魏氏兒童智力量表第四版

(Wechsler Intelligence Scale for Children- 

Fourth Edition, WISC-IV)(Wechsler, 2003/ 

2007)全量表 85；基本數學核心能力測驗

四項核心能力得分均低於切截點；班級數

學表現低下，最近 4 次數學月考班級 PR

值均為 PR1。 

具備加減乘除四則運算能力與規則，

計算速度慢且易錯誤，無法自動化題取基

本數學事實，採用無效率點數手指的方式

完成計算，多位數計算耗時且錯誤多。數

感弱，無法快速覺察數字間的關係。文字

題題意理解困難，常以關鍵字或是盲目抓

取題目數字列式計算。 

可直接比較同分母真分數與假分數的

數值，帶分數需要先換算假分數才能比較

數值，計算慢且易錯誤；比較異分母分數

數值會有依據分母或分子的錯誤，通分換

算會有計算程序的錯誤。書寫算式會因為

無法判斷數值與題意理解困難而錯置分數

前後位置。 

表 1  

四組研究參與者特徵 
特徵 研究參與者 
組別 4TA 6TA 6RDMD 6MD 

場域 臺南市 
公立國小 

臺南市 
公立國小 

臺南市 
公立國小 

臺南市 
公立國小 

人數 15 15 15 15 

年級 四年級 六年級 六年級 六年級 

身分 未經過學障鑑定

的四年級學生 
未經過學障鑑定

的六年級學生 
109 學年度跨階段

重新鑑定為閱障 
109 學年度跨階段

重新鑑定為數障 
     

數學學習 
困難界定 

  基本數學核心能

力測驗表現低於

切截值 

數障 
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表 2  

介入方案之研究參與者特徵 
特徵 研究參與者 
代號 甲 乙 丙 

場域 
就讀研究者任職之 
臺南市公立國小 

就讀研究者任職之 
臺南市公立國小 

就讀研究者任職之 
臺南市公立國小 

實際年齡 11 歲 9 個月 11 歲 9 個月 11 歲 11 個月 

鑑輔會 
身分 

109 學年度跨階段 
重新鑑定為數障 

109 學年度跨階段 
重新鑑定為閱障 

109 學年度跨階段 
重新鑑定為閱障 

WISC-IV 
全量表 

全量表 85 
語文理解 93 
知覺推理 78 
工作記憶 87 
處理速度 99 

全量表 89 
語文理解 99 
知覺推理 85 
工作記憶 94 
處理速度 89 

全量表 83 
語文理解 97 
知覺推理 77 
工作記憶 97 
處理速度 78 

數學月考班

級 PR 值 

五下期中 PR1 
五下期末 PR1 
六上期中 PR1 
六上期末 PR1 

五下期中 PR1 
五下期末 PR4 
六上期中 PR1 
六上期末 PR1 

五下期中 PR4 
五下期末 PR4 
六上期中 PR1 
六上期末 PR4 

基本數學核

心能力測驗

低於切截值

的核心能力 

數字概念 
估算 

簡單計算 
複雜計算 

數字概念 
估算 

複雜計算 
應用 

簡單計算 
複雜計算 

應用 

是否接受其

他教學方案 否 否 否 

 

看圖寫分數的題型，如僅呈現半圓

形，無法馬上辨識出是 1
2
 圓，需補畫出另

一邊半圓，才能辨識此圖為 1
2
 圓， 1

4
 圓亦

是如此。研究參與者甲需要看見完整的

1，才能辨識圖形代表的分數。由上述可知

研究參與者甲不論在分數概念或程序的學

習都有困難。 

2. 乙生 

持發展遲緩身分入小學，一年級即開

始接受資源班直接教學服務迄今。小六跨

階段重新鑑定取得閱障身分。WISC-IV 全

量表 89；基本數學核心能力測驗四項核心

能力得分均低於切截值；班級數學表現低

下，最近 4 次數學月考班級 PR 值為 PR1、

PR4、PR1、PR1。 

具備加減乘除四則運算能力與規則，

可直接提取基本數學事實，可心算個位數

的四則運算，但多位數的乘除計算容易錯

誤。文字題題意理解困難，多採關鍵字策

略列式，可能因數值判斷錯誤或題意理解

困難而列式錯誤。 

可直接比較同分母真分數與假分數的

數值，整數是個位數的帶分數可心算換為

假分數，二位數以上的數字需要透過筆算
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才能換算，計算過程容易有進退位錯誤；

異分母分數數值比較依賴通分換算的方

式。較容易習得程序性計算，概念學習速

度慢且容易遺忘，面對需要認知彈性的作

業，會出現依據分母或分子等概念性錯

誤。由上述可知研究參與者乙對分數概念

的學習有困難。 

3. 丙生 

四年級開始接受資源班直接教學服務

迄今。小六跨階段重新鑑定取閱障身分。

WISC-IV 全量表 83；基本數學核心能力測

驗三項核心能力得分低於切截值；班級數

學學習表現低下，最近 4 次數學月考班級

PR 值為 PR4、PR4、PR1、PR4。 

具備加減乘除四則運算能力與規則，

可直接提取基本數學事實，可心算個位數

的四則運算，多位數四則計算正確率高。

文字題題意理解困難，多採關鍵字策略列

式，會因數值判斷錯誤或題意理解困難而

列式錯誤。有時會沒耐性多加思考，隨意

抓取題目數字列式。 

可直接比較同分母真分數與假分數的

數值，整數是個位數的帶分數可心算換算

假分數，二位數以上的數字就需要透過筆

算；異分母分數數值比較依賴通分換算的

方式，若沒有通分就會直接依據分母或分

子來比較。易習得程序性計算，對概念學

習速度慢且易遺忘，面對需要認知彈性的

作業，會出現依據分母或分子等概念性錯

誤。由上述可知研究參與者丙對分數概念

的學習具有困難。 

三、介入方案 

初案編寫完成後，商請四位現職資源

班且教授數學五年以上的專家教師，填寫

內容效度專家評鑑問卷，審核方案的內容

效度與確保實施程序的適切性。專家教師

回饋方案設計內容符合 CRA 策略三階

段，也有加入討論、教師說明與示範、引

導練習與獨立練習等要素。建議將名稱由

原先的「分數數值教學方案」更改為「分

數數值比較介入方案」。研究者依據建議修

改初案以確認方案。 

方案依具體—表徵—抽象三階段進

行，始於具體操作分數板，最後使用抽象

數字比較分數數值。每節課皆有教師說明

與示範、師生討論、引導學生練習與學生

獨立練習解題等活動，學生分別使用分數

板、圖示與抽象數字解決相同型態的題

目，於每節課結束前完成一份測驗作為介

入期的資料點。每階段以 3 節課為一輪，

完成 3 節課的學習後，會在第 4 節課評量

該階段的精熟度，若正確率達 80%以上（含

80%），會在下節課展開新階段教學。完成

9 節課的學習且測驗正確率連續三次達

80%以上，就停止教學介入。各階段教學

節數安排見表 3。若測驗正確率未達

80%，將持續停留在該階段重啟一輪 3 節

課的學習，在第二輪的第 4 節再次評量，

待結果達 80%以上才進展到下一個階段。 

研究者即方案實施者，地點在資源班

教室，每週 4 節。每次教學僅一位研究參

與者在場避免產生共變。商請搭檔教師觀

課檢核與填寫評量表，計算介入完整率並

回饋研究者以確保方案的介入完整性。 

四、研究工具 

研究工具為自編的分數數值比較測

驗。第一部分研究用以比較四組研究參與

者的表現差異，第二部分研究用以評量三

位研究參與者的基線期能力、介入期的立

即成效與維持期的短期維持效果。所有題 
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表 3 

各階段教學節數 
階段別 教學節數 進入下一階段標準 

具體階段 
第 1-3 節教學 
第 4 節評量 

當前階段的測驗正確率 
達 80%以上 表徵階段 

第 5-7 節教學 
第 8 節評量 

抽象階段 第 9-11 節教學 
第 12 節評量 

 

目皆經過預試確保測驗題目具有適當的難

度與鑑別度，表 4、5 為六年級正試題本三

個分測驗的雙向細目表；表 6、表 7 為六

年級正試題本三個分測驗的雙向細目表與

難度與鑑別度。詳見表 4、表 5、表 6、表

7。研究者在三個分測驗各編列 160 題題

目，分為 16 份題目非完全相同的測驗複

本，讓研究參與者每次評量使用之測驗非

完全相同，以控制練習效應產生題本內容

包含三個分測驗，使用 1 與 1
2
 為參照點，

比較分數數值再排序。每個分測驗都有例

題說明作答方式，放大加粗重點字詞加上

灰底以提醒答題者。以下說明三個分測驗

的題目。 

1. 分測驗一：比比看（一） 

題目形式為圖像加數字表徵，每題皆

有數字與圖形表示分數數值，答題者以數

字 1、2、3 排序三個分數，避免錯答符號

「>」、「<」。例題詳見附錄一。 
以 1 與 1

2
 為參照點答題，答題者需判

斷 3
3
 等於 1； 2

3
 的分子 2 比全部 3 的一半

還多，所以 2
3
 大於 1

2
 ； 1

3
 的分子 1 比全部 3

的一半還要少，所以 1
3
 小於 1

2
。 

 

2. 分測驗二：比比看（二） 

題目形式為純數字表徵，每題僅以數

字表示分數數值。例題詳見附錄一。 

與比比看（一）不同的是，比比看（二）

僅以數字呈現題目，答題者只能看數字判

斷分數數值。 

3. 分測驗三：比比看（三） 

題目形式為純數字表徵，僅以數字表

示算式。答題者圈選答案，避免錯認「>」、

「<」的符號。例題詳見附錄一。 

例題的兩個算式含有等值與不等值的

數字。需先判斷等值的數字 2，再比較不

等值的數字 1 和 3，最後圈出含有較大數

字的算式。在理解作答方式後，答題者需

作答下面的試題。 
 3
6

 +  1
8   ，    5

10
 +  9

9 

作答上面題目需先判斷 3
6
 和 5

10
 都等 

於 1
2
 ，再比較不等值的 1

8
 和 9

9
 。接著以 1

為參照點，運用小於 1 和等於 1 的概念判 

斷出 9
9
 比 1

8
 大，最後圈出 

5
10

 +  9
9 的算式。 

五、資料分析 

為探究四組研究參與者分數數值比較

能力的差異，以學生組別為獨立樣本，測

驗別為相依樣本，以混合設計二因子變異 
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表 4  

四年級正試題本分測驗一與分測驗二的雙向細目表與難度、鑑別度 
參照點 題型 題數 P/D  參照點 題型 題數 P/D 

分測驗一 
以 1 為 
參照點 

1、真、真 1 0.63/1.0  

分測驗一 
以 1

2
 為 

參照點 

1/2、真、真 2 0.68/1.0 
1、真、假 1 0.72/1.0    0.60/1.0 
1、真、帶 1 0.75/1.0  1/2、假、假 1 0.68/1.0 
1、假、假 1 0.67/1.0  1/2、帶、帶 1 0.75/1.0 
1、假、帶 1 0.71/1.0  1/2、真、假 2 0.67/1.0 
1、帶、帶 1 0.59/1.0    0.75/1.0 
帶、帶、帶 1 0.68/1.0  1/2、真、帶 2 0.69/1.0 
真、真、帶 1 0.64/1.0    0.64/1.0 
真、假、假 1 0.60/1.0  1/2、假、帶 1 0.60/1.0 
真、帶、帶 1 0.63/1.0  1/2、帶、帶 1 0.75/1.0 

  10     10  

分測驗二 
以 1 為 
參照點 

1、真、真 1 0.65/1.0  

分測驗二 
以 1

2
 為 

參照點 

1/2、真、真 2 0.67/1.0 
1、真、假 1 0.52/1.0    0.56/1.0 
1、真、帶 1 0.76/1.0  1/2、假、假 1 0.65/1.0 
1、假、假 1 0.54/1.0  1/2、帶、帶 2 0.70/1.0 
1、假、帶 1 0.67/1.0    0.72/1.0 
1、帶、帶 1 0.70/1.0  1/2、真、假 2 0.62/1.0 
帶、帶、帶 1 0.63/1.0    0.59/1.0 
真、假、假 1 0.52/1.0  1/2、真、帶 2 0.74/1.0 
真、帶、帶 1 0.68/1.0    0.63/1.0 
真、真、帶 1 0.53/1.0  1/2、假、帶 1 0.59/1.0 

  10     10  
註：P 表示難度；D 表示鑑別度。 

表 5  

四年級正試題本分測驗三雙向細目表與難度、鑑別度 

參照點 題型 題數 P/D 

分測驗三 
以 1 為參照點 

1+1（）1+真 1 0.70/1.0 
1+真（）1+真 1 0.54/1.0 
1+假（）1+真 1 0.67/1.0 
1+帶（）1+真 1 0.71/1.0 
1+1/2（）1+1 1 0.71/1.0 
1+假（）1+假 1 0.71/1.0 
1+帶（）1+假 1 0.70/1.0 
1+1（）1+帶 1 0.71/1.0 

1+帶（）1+帶 2 0.62/1.0 
  10  

 （續下頁）
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表 5  

四年級正試題本分測驗三雙向細目表與難度、鑑別度（續） 
參照點 題型 題數 P/D 

分測驗三 
以 1

2
 為參照點 

1/2+1（）1/2+1/2 1 0.75/1.0 
1/2+假（）1/2+1/2 1 0.59/1.0 
1/2+帶（）1/2+1/2 1 0.76/1.0 
1/2+真（）1/2+1 1 0.65/1.0 
1/2+帶（）1/2+1 1 0.50/1.0 
1/2+假（）1/2+真 1 0.71/1.0 
1/2+假（）1/2+假 1 0.62/1.0 
1/2+帶（）1/2+帶 1 0.46/1.0 
1/2+帶（）1/2+假 2 0.76/1.0 

  10  
註：P 表示難度；D 表示鑑別度。 

表 6  

六年級正試題本分測驗一與分測驗二的雙向細目表 

參照點 題型 題數 P/D  參照點 題型 題數 P/D 

分測驗一 
以 1 為 
參照點 

1、真、真 1 0.70/1.0  

分測驗一 
以 1

2
 為 

參照點 

1/2、真、真 2 0.76/1.0 
1、真、假 1 0.71/1.0    0.76/1.0 
1、真、帶 1 0.76/1.0  1/2、假、假 1 0.71/1.0 
1、假、假 1 0.69/1.0  1/2、帶、帶 1 0.70/1.0 
1、假、帶 1 0.75/1.0  1/2、真、假 2 0.76/1.0 
1、帶、帶 1 0.69/1.0    0.71/1.0 
帶、帶、帶 1 0.75/1.0  1/2、真、帶 2 0.75/1.0 
真、真、帶 1 0.75/1.0    0.75/1.0 
真、假、假 1 0.60/1.0  1/2、假、帶 1 0.74/1.0 
真、帶、帶 1 0.75/1.0  1/2、帶、帶 1 0.83/1.0 

  10     10  

分測驗二

以 1 為 
參照點 

1、真、真 1 0.76/1.0  

分測驗二 
以 1

2
 為 

參照點 

1/2、真、真 2 0.76/1.0 
1、真、假 1 0.76/1.0    0.71/1.0 
1、真、帶 1 0.74/1.0  1/2、假、假 1 0.68/1.0 
1、假、假 1 0.67/1.0  1/2、帶、帶 2 0.74/1.0 
1、假、帶 1 0.76/1.0    0.74/1.0 
1、帶、帶 1 0.76/1.0  1/2、真、假 2 0.71/1.0 
帶、帶、帶 1 0.76/1.0    0.71/1.0 
真、假、假 1 0.47/1.0  1/2、真、帶 2 0.71/1.0 
真、帶、帶 1 0.71/1.0    0.76/1.0 
真、真、帶 1 0.67/1.0  1/2、假、帶 1 0.76/1.0 

  10     10  
註：P 表示難度；D 表示鑑別度。 
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表 7 

六年級正試題本第三大題雙向細目表 

參照點 題型 題數 P/D 

分測驗三 
以 1 為參照點 

1+1（）1+真 1 0.71/1.0 
1+真（）1+真 1 0.73/1.0 
1+假（）1+真 1 0.76/1.0 
1+帶（）1+真 1 0.71/1.0 

1+1（）1+1 1 0.76/1.0 
1+1/2（）1+1 1 0.71/1.0 
1+假（）1+假 1 0.71/1.0 
1+帶（）1+假 1 0.71/1.0 
1+1（）1+帶 1 0.71/1.0 

1+帶（）1+帶 1 0.64/1.0 
  10  

分測驗三 

以 
1
2 為參照點 

1/2+1（）1/2+1/2 1 0.76/1.0 
1/2+假（）1/2+1/2 1 0.75/1.0 
1/2+帶（）1/2+1/2 1 0.76/1.0 

1/2+1（）1/2+1 1 0.65/1.0 
1/2+真（）1/2+1 1 0.75/1.0 
1/2+帶（）1/2+1 1 0.71/1.0 
1/2+假（）1/2+真 1 0.68/1.0 
1/2+假（）1/2+假 1 0.62/1.0 
1/2+帶（）1/2+帶 1 0.65/1.0 
1/2+帶（）1/2+假 1 0.71/1.0 

  10  
註：P 表示難度；D 表示鑑別度。 

 

數分析比較四組學生分數數值比較能力的

差異，回答研究問題一。為了解 CRA 策

略對提升分數數值比較能力的成效，採取

圖示法、目視分析法、統計分析等量化方

式分析資料，回答研究問題二。 

肆、結果與討論 

一、四組研究參與者的測驗表現 

（一）不同學生組別與不同測驗之交互作

用對分數數值比較能力的影響 

研究者以混和設計二因子變異數分析

來分析不同學生組別、不同分測驗及其交

互作用對分數數值比較能力的影響，結果

如圖 3、4、表 8、9。圖 3 為三個分測驗之

各組研究參與者分數折線圖，分測驗一、

二、三都以 6TA 得分最高，其次是 4TA、

6RDMD，6MD 的得分最低。觀察圖 3 可

見 6TA 與 4TA 分測驗一得分最高，分測

驗三得分最低，分測驗一到三的得分曲線

逐漸向下；6RDMD 與 6MD 分測驗一、二

的得分曲線向下，但到分測驗三曲線又向

上提昇，以分測驗二得分最低。圖 4 為四

組研究參與者在各測驗得分折線圖，可見

6TA 在三個分測驗的得分最高，其次依序

是 4TA、6RDMD 與 6MD。圖 3、4 顯示 
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圖 3 

三個分測驗之各組研究參與者分數折線圖 

 
 

圖 4  

四組研究參與者在各測驗得分折線圖 
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各測驗得分因組別不同而有所差異，各學

生組別在不同測驗的得分情形也有所不

同。 

表 8 為不同測驗中不同學生組別得分

之平均數與標準差摘要表，表 9 為不同測

驗與不同學生組別得分之混和設計二因子

變異數分析摘要表。由表 8、9 可獲得四組

研究參與者測驗得分的混和設計二因子變

異數分析結果。表 8 得知，分測驗一得分

最高的是 6TA (M = 19.33, SD = 1.35)，最

低的是 6MD (M = 7.73, SD = 6.26)。分測驗

二得分最高的是 6TA (M = 19.07, SD = 

0.88)，最低的是 6MD (M = 5.40, SD = 

3.50)。分測驗三得分最高的是 6TA 組(M = 

18.40, SD = 1.84)，最低的是 6MD (M = 

10.67, SD = 1.68)。表 9 顯示學生組別的主

要效果(F = 50.17, p < .001)、測驗別的主要

效果(F = 7.55, p < .001)及不同學生組別與

不同測驗的交互作用(F = 7.30, p < .001)皆

有顯著。此結果說明不同學生組別、不同

測驗與其交互作用對測驗得分都有顯著影

響，即不同學生組別對測驗得分的影響在

不同測驗有顯著差異。 

表 8  
不同測驗中不同學生組別得分之平均數與標準差摘要表 

測驗別 學生組別 平均數 標準差 人數 
分測驗一得分 6RDMD 12.27 6.30 15 

 6MD 7.73 6.26 15 
 6TA 19.33 1.35 15 
 4TA 16.47 3.93 15 
 總數 13.95 6.51 60 

分測驗二得分 6RDMD 7.93 3.26 15 
 6MD 5.40 3.50 15 
 6TA 19.07 0.88 15 
 4TA 15.07 4.13 15 
 總數 11.87 6.33 60 

分測驗三得分 6RDMD 10.93 1.16 15 
 6MD 10.67 1.68 15 
 6TA 18.40 1.84 15 
 4TA 12.13 2.97 15 
 總數 13.03 3.74 60 

表 9  
不同測驗與不同學生組別得分之混和設計二因子變異數分析摘要表 

變異來源 離均差平方和 自由度 平均平方和 F 檢定 P 值 
學生組別 3,157.26 3 1,052.42 50.17 < .001*** 
測驗別 130.83 2 65.42 7.55 < .001*** 

學生別 × 測驗別 379.52 6 63.25 7.30 < .001*** 
誤差 970.31 112 8.66   
總和 5,812.55 179    

*** p < .001. 
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（二）不同學生組別對分數數值比較能力

的影響 

為進一步分析學生組別的單純主要效

果，以學生組別為自變項測驗得分為依變

項，進行單因子變異數分析，表 10 為各測

驗中不同學生組別得分的單因子變異數分

析與事後分析比較摘要表。由表可見在分

測驗一(F = 15.99, p < .001)、分測驗二(F = 

58.60, p < .001)與分測驗三(F = 48.32, p 

< .001)中，不同學生組別對測驗得分的影

響皆有顯著差異。以 Scheffe 法進行事後

比較，分測驗一中，6RDMD 與 6TA 的測

驗得分（平均差異 = -7.07，p = .003）有

顯著差異；6MD 與 6TA（平均差異 = 

-11.60，p < .001）、6MD 與 4TA（平均差

異 = -8.73，p < .001）的測驗得分有顯著

差異。分測驗二中，6RDMD 與 6TA（平

均差異= -11.13，p < .001）、6RDMD 與 4TA

（平均差異= -7.13，p < .001）的測驗得分

有顯著差異；6MD 與 6TA（平均差異= 

-13.67，p < .001）、6MD 與 4TA（平均差

異= -9.67，p < .001）的測驗得分有顯著差

異；6TA與4TA（平均差異= -4.00，p = .013）

的測驗得分有顯著差異。分測驗三中，

6RDMD（平均差異= 7.47，p < .001）、6MD

（平均差異= 7.73，p < .001）、4TA（平均

差異= 6.27，p < .001）都與 6TA 的測驗得

分有顯著差異。 

總結表 10，在三個分測驗中，數困生

6RDMD與6MD的平均分數皆顯著低於非

數困生 6TA；分測驗一、二中，6MD 的平

均分數顯著低於 4TA；在分測驗二、三中，

非數困生 6TA 與 4TA 的平均得分有顯著

差異。 

表 10 

各測驗中不同學生組別得分的單因子變異數分析與事後分析比較摘要表 

變異來源 離均差 
平方和 

自由度 平均平方和 F 檢定 P 值 事後比較 

測驗一得分 
組間 1,151.92 3 383.97 15.99 < .001*** 6RDMD < 6TA 
組內 1,344.93 56 24.02   6MD < 6TA 
總和 2,496.85 59    6MD < 4TA 

測驗二得分 

組間 1,790.53 3 596.84 58.60 < .001*** 6RDMD < 6TA 
組內 570.40 56 10.19   6RDMD < 4TA 

      6MD < 6TA 
      6MD < 4TA 

總和 2,360.93 59    4TA < 6TA 

測驗三得分 
組間 594.33 3 198.11 48.32 < .001*** 6RDMD < 6TA 
組內 229.60 56 4.10   6MD < 6TA 
總和 823.93 59    4TA < 6TA 

***p < .001. 
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（三）不同測驗對分數數值比較能力的影

響 

為進一步分析測驗別的單純主要效

果，以測驗別為自變項測驗得分為依變

項，進行重複量數變異數分析，表 11 為各

學生組別之不同測驗得分的變異數分析與

事後分析比較摘要表。由表可見 6RDMD 

(F = 4.44, p = .021)、6MD (F = 10.71, p 

< .001)與 4TA (F = 11.63, p < .001)在不同

測驗得分有顯著差異。以 Scheffe 法進行

事後比較，6RDMD 分測驗二與分測驗一

的得分（平均差異= -4.33，p = .018）及測

驗二與分測驗三的得分（平均差異= 

-3.00，p = .010）有顯著差異。6MD 分測

驗二與分測驗三的得分（平均差異= 

-5.27，p < .001）有顯著差異。4TA 分測驗

三與分測驗一的得分（平均差異= -4.33，p 

< .001）及分測驗三與分測驗二的得分（平

均差異= -2.93，p = .008）有顯著差異。 

總結表 11，非數困生 6TA 在三個分測

驗的得分未有顯著差異，4TA 在分測驗三

的得分顯著低於分測驗一、二；數困生

6RDMD 分測驗二的得分顯著低於分測驗

一、三，6MD 分測驗二的得分顯著低於分

測驗三，6MD 三個分測驗的得分為四組中

最低。 

二、CRA 策略對數困生在分測驗一的成效

分析 

圖 5 是三位研究參與者在分測驗一的

得分折線圖，縱軸為正確率(%)，橫軸為評

量次數。 

（一）甲生在分測驗一的成效分析 

甲生基線期平均水準 20%，中數水準

20%，趨勢穩定度為 100%，呈現水平等速

的穩定趨勢，故進入介入期。介入期評量

共 11 次，測驗正確率達到連續三次 80%

以上的停止介入標準。介入期平均水準

87.27%，中數水準 90%，趨勢穩定度 45%，

呈現不穩定的上升、進步趨勢。 

從基線期至介入期趨勢方向與效果為

正向，重疊率 0%，趨勢穩定度由穩定到

不穩定。折線圖可見基線期存在趨勢且兩

階段斜率不同，迴歸效果量 f2 值為 0.04，

階段間的趨向變化與效果為正向，介入期

的正確率較基線期提昇。可知 CRA 策略 

表 11  

各學生組別之不同測驗得分的變異數分析與事後分析比較摘要表 
變異來源 離均差平方和 自由度 平均平方和 F 檢定 P 值 事後比較 

RDMD 
測驗別 147.78 2 73.89 4.44 .021** 一＞二 

測驗別誤差 465.56 28 16.63   三＞二 

MD 
測驗別 208.93 2 104.47 10.71 < .001*** 三＞二 

測驗別誤差 273.07 28 9.75    

6TA 
測驗別 6.93 2 3.47 1.76 .190  

測驗別誤差 55.07 28 1.97    

4TA 
測驗別 146.71 2 73.36 11.63 < .001*** 一＞三 

測驗別誤差 176.62 28 6.31   二＞三 
** p < .05. *** p < .001. 
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圖 5 

三位研究參與者在分數數值比較測驗分測驗一的得分折線圖 

 

 

 

 
 

 

對甲生以圖像與抽象符號來比較分數數值

具有立即成效。 

維持期平均水準 100%，中數水準

100%，水準穩定度 100%，趨勢穩定度

100%，呈現穩定水平、等速趨勢。介入期

至維持期趨勢方向與效果為無變化，趨勢

穩定度由不穩定到穩定，重疊率 100%。

折線圖可見介入期有存在趨勢且與維持期

的斜率不同，迴歸效果量 f2 值為 0.02。兩

階段的斜率改變量為負值，但維持期的平

均水準高於介入期，顯示 CRA 策略對甲

生以圖像與抽象符號來比較分數數值有正

向短期維持效果。 
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（二）乙生在分測驗一的成效分析 

乙生基線期平均水準 66%，中數水準

70%，趨勢穩定度 100%，呈現穩定的退步

趨勢，故進入介入期。介入期評量共有 11

次，測驗正確率達到連續三次 80%以上的

停止介入標準。介入期平均水準 95.45%，

中數水準 100%，趨勢穩定度 91%，呈現

穩定的上升趨勢。從基線期至介入期趨向

變化與效果為正向，重疊率 0%，趨勢穩

定度由穩定到穩定。從折線圖可見基線期

存在趨勢且兩階段斜率不同，迴歸效果量

f2 值為 0.00。介入期的正確率較基線期提

昇，階段間的趨向變化與效果為正向，可

知 CRA 策略對乙生以圖像與抽象符號來

比較分數數值具有立即成效。 

維持期平均水準 96.67%，中數水準

100%，趨勢穩定度 100%，呈現穩定上升

趨勢。介入期至維持期趨勢方向與效果顯

示為負向，趨勢穩定度由穩定到穩定，重

疊率 100%，由折線圖可見介入期存在趨

勢且與維持期的斜率不同，迴歸效果量 f2

值為 0.16。兩階段的斜率改變量為正值，

且維持期的平均水準高於介入期，顯示

CRA 策略對乙生以圖像與抽象符號來比

較分數數值有正向短期維持效果。 

（三）丙生在分測驗一的成效分析 

丙生基線期平均水準 35.71%，中數水

準 40%，趨勢穩定度 0%，呈現不穩定狀

態，可能因本階段最高值僅 20%，以致可

接受的穩定範圍僅 0.4，故資料點未能落入

此範圍內。但基線期表現仍呈現下降趨

勢，故進入介入期。 

介入期評量共有 11 次，測驗正確率達

到連續三次 80%以上的停止介入標準。介

入期平均水準 79.09%，中數水準 80%，趨

勢穩定度 27%，呈現不穩定的上升、進步

趨勢。從基線期至介入期趨勢方向與效果

為正向，重疊率 9%，趨勢穩定度由不穩

定到不穩定。從折線圖可見基線期存在趨

勢且兩階段斜率不同，迴歸效果量 f2 值為

0.62。介入期的正確率較基線期提昇，階

段間的趨向變化與效果為正向，可知 CRA

策略對丙生以圖像與抽象符號來比較分數

數值具有立即成效。 

維持期平均水準 90%，中數水準 90%， 

趨勢穩定度 67%，呈現不穩定的下降趨

勢。介入期至維持期趨勢穩定度由不穩定

到不穩定，重疊率 100%。由折線圖可見

介入期存在趨勢且與維持期的斜率不同，

迴歸效果量 f2 值為 0.14。兩階段的斜率改

變量為負值，但維持期的平均水準高於介

入期，顯示 CRA 策略對丙生以圖像與抽

象符號來比較分數數值仍具有正向的短期

維持效果。 

三、CRA 策略對數困生在分測驗二的成效

分析 

圖 6 是三位研究參與者在分測驗二的

得分折線圖，縱軸為分測驗二測驗正確率

(%)，橫軸為評量次數。 

（一）甲生在分測驗二的成效分析 

甲生基線期平均水準 42.5%，中數水

準 45%，呈現不穩定的退步趨勢，故進入

介入期。介入期評量共有 11 次，測驗正確

率達到連續三次達 80%以上的停止介入標

準。介入期平均水準 88.18%，中數水準

90%，趨勢穩定度 36%，呈現不穩定的上

升、進步趨勢。從基線期至介入期趨勢方

向與效果為正向，重疊率 9%，趨勢穩定

度由不穩定到不穩定。從折線圖可見基線

期存在趨勢且兩階段斜率不同，迴歸效果 
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圖 6 

三位研究參與者在分數數值比較測驗分測驗二的得分折線圖 

 

 

 

 
 

 

量 f2 值為 0.27，介入期的正確率較基線期

提昇，階段間的趨向變化與效果為正向，

可知 CRA 策略對甲生以抽象符號來比較

分數數值具有立即成效。 

維持期平均水準 96.67%，中數水準

100%，趨勢穩定度 100%，為水平、等速

的穩定趨勢。介入期至維持期趨勢方向與

效果為正向，趨勢穩定度由不穩定到穩

定，重疊率 100%。由折線圖可見介入期

存在趨勢且與維持期的斜率不同，迴歸效

果量 f2 值為 0.02。兩階段的斜率改變量為

負值但維持期的平均水準高於介入期，顯

示 CRA 策略對甲生以抽象符號來比較分

數數值仍具有正向的短期維持效果。 
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（二）乙生在分測驗二的成效分析 

乙生基線期平均水準 32%，中數水準

30%，趨勢穩定度為 67%，呈不穩定的退

步趨勢，故進入介入期。介入期評量共有

11 次，測驗正確率達到連續三次 80%以上

的停止介入標準。介入期平均水準

85.45%，中數水準 90%，趨勢穩定度 36%，

呈現不穩定的上升、進步趨勢。從基線期

至介入期趨勢方向與效果為正向，重疊率

0%，趨勢穩定度由不穩定到不穩定。從折

線圖可見基線期存在趨勢且兩階段斜率不

同，迴歸效果量 f2 值為 0.02。介入期的正

確率較基線期提昇，階段間的趨向變化與

效果為正向，可知 CRA 策略對乙生以抽

象符號來比較分數數值具有立即成效。 

停止介入方案後一週，進行連續三次

的維持期評量。維持期平均水準 93.33%，

階段內中數水準 90%，水準穩定度 100%，

趨勢穩定度 100%，呈現穩定上升趨勢。 

介入期至維持期趨勢方向與效果無變

化，趨勢穩定度由不穩定到穩定，重疊率

100%。由折線圖可見介入期有明顯的趨勢

且與維持期的斜率不同，迴歸效果量 f2 值

為 0.03。兩階段的斜率改變量為正值且維

持期的平均水準高於介入期，顯示 CRA

策略對乙生以抽象符號來比較分數數值具

有正向的短期維持效果。 

（三）丙生在分測驗二的成效分析 

丙生基線期平均水準 14.29%，中數水

準 20%，趨勢穩定度 67%，呈現不穩定的

退步趨勢，故進入介入期。介入期評量共

有 11 次，測驗正確率達到連續三次 80%

以上的停止介入標準。介入期平均水準

57.27%，中數水準 50%，趨勢穩定度則為

18%，呈現不穩定的上升、進步趨勢。從

基線期至介入期趨勢方向與效果為正向，

重疊率 0%，趨勢穩定度由不穩定到不穩

定。從折線圖可見基線期存在趨勢且兩階

段斜率不同，迴歸效果量 f2 值為 0.28，介

入期的分數數值比較正確率較基線期提

昇，階段間的趨向變化與效果為正向，可

知 CRA 策略對丙生以抽象符號來比較分

數數值具有立即成效。 

維持期平均水準 100%，階段內中數

水準 100%，趨勢穩定度 100%，呈現穩定

的等速趨勢。介入期至維持期趨向變化與

效果為正向，趨勢穩定度由不穩定到穩

定，重疊率 100%。由折線圖可見介入期

存在趨勢且與維持期的斜率不同，迴歸效

果量 f2 值為 0.03。兩階段的斜率改變量為

負值，但維持期的平均水準高於介入期，

顯示 CRA 策略對丙生以抽象符號來比較

分數數值仍具有正向的短期維持效果。 

四、CRA 策略對數困生在分測驗三的成效

分析 

圖 7 是三位研究參與者在分數數值比

較測驗分測驗三的得分折線圖，縱軸為分

測驗三測驗正確率(%)，橫軸為評量次數。 

（一）甲生在分測驗三的成效分析 

甲生基線期平均水準 25%，中數水準

25%，趨勢穩定度 75%，呈現不穩定的退

步趨勢，故進入介入期。介入期評量共有

11 次，測驗正確率達到連續三次 80%以上

的停止介入標準。介入期平均水準

77.27%，中數水準 80%，趨勢穩定度 55%，

呈現不穩定的上升、進步趨勢。從基線期

至介入期趨勢方向與效果為正向，重疊率

0%，趨勢穩定度由不穩定到不穩定。從折

線圖可見基線期存在趨勢且兩階段斜率不

同，迴歸效果量 f2 值為 0.25，介入期的正 
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圖 7 

三位研究參與者在分數數值比較測驗分測驗三的得分折線圖 

 

 

 

 
 

 

確率較基線期提昇，階段間的趨向變化與

效果為正向，可知 CRA 策略對甲生以抽

象符號來比較分數數值具有立即成效。 

維持期平均水準 100%，中數水準

100%，趨勢穩定度 100%，呈現穩定趨勢。

介入期至維持期趨勢方向與效果為正向，

趨勢穩定度由不穩定到穩定，重疊率

100%，由折線圖可見介入期存在趨勢且與

維持期的斜率不同，迴歸效果量 f2 值為

0.03。兩階段的斜率改變量為負值，但維

持期的平均水準高於介入期，顯示 CRA

策略對甲生以抽象符號來比較分數數值仍

具有正向的短期維持效果。 
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（二）乙生在分測驗三的成效分析 

乙生基線期平均水準 38%，中數水準

40%，趨勢穩定度 0%，呈現不穩定狀態，

可能是因為本階段最高值僅 40%，以致可

接受的穩定範圍僅 0.8，故資資料點未能落

入此範圍內。但基線期表現仍呈現下降趨

勢，故進入介入期。 

介入期評量共有 11 次，測驗正確率連

續三次達 80%以上的停止介入標準。介入

期平均水準 88.18%，中數水準 90%，趨勢

穩定度 55%，呈現不穩定的上升、進步趨

勢。從基線期至介入期趨勢方向與效果為

正向，重疊率 0%，趨勢穩定度由不穩定

到穩定。從折線圖可見基線期存在趨勢且

兩階段斜率不同，迴歸效果量 f2 值為

1.48，介入期的正確率較基線期提昇，階

段間的趨向變化與效果為正向可知 CRA

策略對乙生以抽象符號來比較分數數值具

有立即成效。 

維持期平均水準 96.67%，中數水準

100%，趨勢穩定度 100%，呈現穩定的上

升趨勢。介入期至維持期趨勢方向與效果

為正向，趨勢穩定度由不穩定到穩定，重

疊率 100%。由折線圖可見介入期存在趨

勢且與維持期的斜率不同，迴歸效果量 f2

值為 0.01。兩階段斜率改變量為正值，且

維持期的平均水準高於介入期，顯示 CRA

策略對乙生以抽象符號來比較分數數值具

有正向的短期維持效果。 

（三）丙生在分測驗三的成效分析 

丙生基線期平均水準 40%，中數水準

40%，趨勢穩定度為 67%，呈現不穩定退

步狀態，故進入介入期。介入期評量共有

11 次，測驗正確率達到連續三次 80%以上

的停止介入標準。介入期平均水準

66.36%，中數水準 70%趨勢穩定度 0%，

呈現不穩定狀態。可能是因為本階段最高

值為 100，採用 10%的水準穩定度，以致

可接受的穩定範圍僅 0.1，以致資料點未能

落入此範圍內。但仍可見介入期的趨勢內

資料路徑整體為上升趨勢，呈現不穩定的

上升、進步趨勢。 

從基線期至介入期趨向變化與效果為

正向，重疊率 36%，趨勢穩定度由不穩定

到不穩定。從折線圖可見基線期存在趨勢

且兩階段斜率不同，迴歸效果量 f2 值為

0.07，介入期的正確率較基線期提昇，階

段間的趨向變化與效果為正向，可知 CRA

策略對丙生以抽象符號來比較分數數值具

有立即成效。 

維持期平均水準 96.67%，中數水準

100%，趨勢穩定度 67%，呈現不穩定等速

趨勢。介入期至維持期趨向變化與效果為

正向，趨勢穩定度由不穩定到不穩定，重

疊率 100%。由折線圖可見介入期存在趨

勢且與維持期的斜率不同，迴歸效果量 f2

值為 0.02。兩階段的斜率改變量為負值，

但維持期的平均水準高於介入期，顯示

CRA 策略對丙生以抽象符號來比較分數

數值仍具有正向的短期維持效果。 

五、綜合討論 

（一）數困生與非數困生分數數值比較能

力的差異 

研究者以四組研究參與者為獨立樣

本，以測驗為相依樣本，進行混合設計二

因子變異數分析，發現不同學生組別與不

同測驗對分數數值比較能力會產生顯著的

交互作用，進一步進行學生組別與測驗別

的單純主要效果考驗，發現分數數值比較

能力會因不同學生組別與不同測驗而有顯
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著差異。進一步進行事後比較，結果發現

在圖像加數字表徵的分測驗一，6MD 的測

驗得分顯著低於 6TA 與 4TA，6RDMD 的

測驗得分低於 6TA，雖低於 4TA 但未達顯

著。說明在圖像支持下，6RDMD 的分數

數值比較能力雖低於同年級同儕但仍高於

6MD，6MD 即使提供圖像，其分數數值比

較能力仍舊明顯困難。 

6RDMD與6MD分測驗二的得分皆明

顯低於 6TA 與 4TA，說明數困生使用抽象

數字比較 3 個分數數值有明顯困難，並未

隨著年級增加而提昇此能力。6RDMD 與

6MD 的測驗三得分皆顯著低於 6TA，雖低

於 4TA 但未達顯著，說明六年級數困生分

數數值比較能力明顯低於同年級非數困

生，能力雖低於四年級非數困生，但差異

未達統計上的顯著。 

從測驗得分來看，非數困生 6TA 三個

分測驗得分沒有明顯差異，4TA 分測驗三

得分顯著低於分測驗一與二。兩組表現差

異的可能原因在於等值分數概念的精熟度

與測驗題型不同所致。分測驗三需先判斷

題目中的等值分數與不等值分數再比較不

等值分數的數值大小，等值分數概念是四

年級教材，6TA 隨著年級增進數值概念的

精熟度較高，可能因此影響測驗表現。 

分測驗一、二差異在於題目形式。由

表 8 可見 6MD 與 6RDMD 都是分測驗二

得分最低，顯示僅有純數字表徵的分測驗

二對 6MD 與 6RDMD 最困難，其中

6RDMD 分測驗一的平均得分顯著高於分

測驗二，6MD 則沒有一樣的表現。說明圖

像有助 6RDMD 判斷分數數值，但對 6MD

未有相同的協助效果。表 11 可見此兩組學

生在分測驗三的平均得分皆顯著高於分測

驗二，分測驗二、三的差異在所需比較的

分數個數不同，這可能是造成兩個分測驗

得分差異的原因。 

綜上，6TA、6RDMD 與 6MD 都是六

年級學生但數值概念有所差異，數困生的

分數數值比較能力明顯落後同年級一般

生。與 Hallett 等人(2010)及 Hansen 等人

(2017)、Hecht 與 Vagi (2010)的研究結果一

致，同年級學生的分數概念表現有個別差

異，六年級數困生的數值能力明顯落後六

年級一般生。4TA 分測驗三的得分最低卻

仍舊高於 6MD，說明即使給予 6MD 圖像

支持，其測驗得分依舊低於 4TA，此落差

可能是分數數值概念困難所致並非因其發

展落後。此結果與 Hallett 等人(2010)提出

學生概念性知識的個別差異可能與數值能

力相關，與發展過程無關的說法一致。

6MD 的分數數值比較能力是四組中最

低，數障生數值概念的困難程度勝於閱障

數困生與一般生，此結果與 Hech 與 Vagi 

(2012)提出數障生在概念測驗的表現大都

是低概念組，不因年級升高而有所改變的

結果一致。 

（二）CRA 策略的教學成效 

1. CRA 策略對數困生的立即成效 

附錄二之圖 1 可見三生作答帶分數、

假分數與真分數混合題型，會一致認為帶

分數的數值最大，其餘兩個分數則依據分

母或分子的數值來比較大小作答；若三個

分數都是帶分數，則直接依據分母或分子

的數值來比較大小作答。 

甲生在基線期的測驗都依據分母數值

比較大小，分母數字越大數值就越大。乙

生在分測驗一能依據塗色區塊比較數值大

小，在沒有圖像支持的分測驗二和三仍出
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現依據分母的錯誤類型。丙生一開始也依

據分母數字決定數值大小，在分測驗三會

以兩邊分子分母相加後的答案來比較大

小。在操作分數板的過程中三生因為看見

各單位分數的分數板理解同樣的 1 切割得

越少塊其中一塊就越大，切割的越多塊其

中一塊就越小，進而說出「分母小反而比

較大」，理解不能僅以分母或分子的數字來

判斷數值大小。在後來的放聲思考歷程

中，可以聽見研究參與者運用此概念來比

較分數數值。 

舉例甲生在抽象階段放聲思考比較

 1 2
3
 、 1 2

4
 、 1 2

5
 三個分數數值的歷程如下：

「三個分數都有相同的 1 和 2 小塊，但是

切 3 塊比較大塊，切 4 塊比較小一點點，

切 5 塊再切的更小塊。所以 1 2
3
 最大， 1 2

5
 

最小。」 

丙生在基線期是依據圖像中的空白部

分來比較數值大小，如附錄二之圖 2。表

徵階段，甲生與乙都能看完整的圖像比較

數值，不受圖像中空白部分影響。丙生則

覺得雖然有畫斜線標示出分數代表的部份

但仍不容易辨識，要看很久才能確定斜線

區塊的大小差異或是根本看不出來，認為

要擦掉空白部份僅留下斜線部份才能辨識

圖像所表示的分數數值大小。丙生在介入

期具體階段操作分數板排出分數後，才理

解分測驗一圖像的塗色部分就是分數板排

出的樣子。在每節課結束前的測驗，會描

繪分測驗一圖像的塗色部分框線確認塗色

範圍，如附錄二之圖 3，才能正確比較分

數數值。表徵階段繪圖時，丙生在描畫圓

形與畫上斜線後，會再把空白部份擦掉，

僅留下斜線部分再來比較分數數值，如附

錄二之圖 4。 

表 12 可見 CRA 策略對三生具立即成

效，甲生在三個分測驗分別具有小至中的

效果量，乙生在分測驗三有顯著的大效果

量，丙生在三個分測驗分別有大、中、小

效果量。其中，分測驗一、二以丙生的立

即成效最佳，達大效果量；分測驗三以乙

生的立即成效最佳，達顯著大效果量。 

此研究結果與 Gabriel (2016)的研究

結果相近，CRA 策略有助理解分數概念，

對教導分數數值比較有所成效。差異在於

本研究以數困生為教學對象，Gabriel 則是

一般生。就三位研究參與者個別的進步來

看，甲生在分測驗一、三基線期的表現是

三位中最落後的，但基線期與介入期分別

有小至中的效果量，此結果與 Paulsen 

(2005)的結果相似，說明數障生在接受

CRA 策略教學後，在數學概念約有中等的

效果量。 

另本研究與 Flores 等人(2018)的研究

都以 1 與 1
2
 為比較參照點，不同之處在於

本研究僅以 1、 1
2
 為參照點，教導六年級

數困生分數數值比較；Flores 等人以五年

級學習困難學生為對象，教學分數小數文

字題並在數線上標示出 0。 

綜上，以分數數值為教學內容雖搭配

不同題型、包含其他主題或對不同年級的

研究參與者，CRA 策略都有教學成效。視

覺化呈現數值、結構化的步驟、師生討論

及放聲思考，讓教師可以清楚知道學生數

值比較的歷程再討論及回饋學生，有助加

深師生互動與學生對課程的參與程度，加

以每週四節課的密集練習，都是 CRA 策

略有效提昇研究參與者分數數值比較能力

的原因。 
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表 12 

各研究參與者在各分測驗的立即成效摘要表 
 基線期與介入期 

階段間目視分析資料 研究參與者 

  甲 乙 丙 
分

測

驗

一 

中數水準變化(%) 70 30 40 

重疊率(%) 0 0 9 

效果量 0.04 0.00 0.62 
分

測

驗

二 

中數水準變化(%) 45 60 30 
階段平均水準(%) 42.5/88.18 32/85.45 14.29/57.27 

重疊率(%) 9 0 0 
效果量 0.27 0.02 0.28 

分

測

驗

三 

中數水準變化(%) 40 50 30 
階段平均水準(%) 25/77.27 38/88.18 40/66.36 

重疊率(%) 0 0 36 
效果量 0.25 1.48 0.07 

 

2. CRA 策略對數困生的短期維持效果 

由維持期的測驗作答情形可見僅乙生

可完全使用抽象數字作答，甲生和丙則以

抽象數字搭配部分圖像比較數值。見附錄

二之圖 5、6、7。 

由圖可見甲生和乙生會將假分數換成

帶分數，以帶分數或帶分數與真分數比較

數值，丙生會混用帶分數換假分數與假分

數換帶分數，同分母分數的題型會換成假

分數，比較假分數與真分數；異分母分數

題型會換成帶分數再劃掉相同的整數 1，

並自行繪圖比較比較剩下的真分數。進入

維持期後，丙生能觀看完整的圖形比較數

值，不須擦掉空白部分。 

三生都會把等於 1 的分數標示出「= 

1」，以此為參照點來比較分數數值。三生

都能以口語「一半」連結數學用語「 1
2
 」，

知道一半就是 1
2
 ，但放聲思考時僅乙生較

頻繁使用準確的數學用語「比 1
2
 大」、「比 

 1
2
 小」來語音化思考歷程。甲生與丙生即

使知道一半等於 1
2
 ，依舊多使用「比一半

多」、「比一半少」的口語表達，在介入期

與維持期測驗作答時也以「一半」來自我

提醒數值大小。如附錄二之圖 5 和附錄二

之圖 8。 

由表 13 可見 CRA 策略對三生都有短

期維持效果。甲生在分測驗三有小效果量

的短期維持效果，乙生在分測驗一、二分

別有中與小效果量的短期維持效果，丙生

在分測驗一、二有小效果量的短期維持效

果。此研究結果與 Strickland (2016)的研究

結果均指出 CRA 策略對學習內容具有短

期的維持效果，唯本研究因為時間限制，

僅測得一週後的維持效果。 

3. 討論研究過程 

為確保研究工具能有效評量出研究參

與者的能力，邀請專家教授與專家教師填 
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表 13  

各研究參與者在各分測驗的短期維持效果摘要表 
 介入期與維持期 

階段間的目視分析資料 研究參與者 

  甲 乙 丙 
分

測

驗

一 

中數水準變化(%) 10 0 10 

重疊率(%) 100 100 100 

效果量 0.02 0.16 0.14 
分

測

驗

二 

中數水準變化(%) 10 0 50 

重疊率(%) 100 100 100 

效果量 0.02 0.03 0.03 
分

測

驗

三 

中數水準變化(%) 20 10 30 

重疊率(%) 100 100 100 

效果量 0.03 0.01 0.02 

 

寫研究工具內容效度專家評鑑問卷提昇工

具效度；為確保介入方案的內容效度，邀

請專家教師填寫問卷進行評鑑；為落實介

入方案的實施完整性，邀請搭檔教師觀課

並填寫介入完整性評量表給予回饋，評量

結果多為總是達成與經常達成，介入完整

性介於 95%－100%，平均 97.5%，顯示研

究者能確實且一致性的對三位研究參與者

實施介入方案。 

4. 設計與應用此份教材待考量事項 

(1)僅能了解短期維持效果 

本研究僅於介入方案停止後一週進行

為期一週 3 次的維持期評量，未能拉長間

隔時間檢視長期維持效果，故長期維持效

果有待驗證。 

(2)教具的選用 

研究者預設以分母 1－10 的長方形圖

像做為測驗題目與操作教具，但市面上的

長方形分數教具往往缺少分母 7 與 9，故

選擇含有分母數字 1－10 的圓形教具，如

圖 8，為求一致性，介入方案內容與測驗

題目亦改用圓形圖像。 

(3)研究參與者的繪圖能力與所需時間 

由於繪製的表徵圖像是圓形，考量繪

圖的便利性與準確性，準備洞洞尺進行教

學，如圖 9。但僅以 1
2
 、 1

4
 的圖像較容易

畫線等分，其餘分數依舊不易畫線等分，

尤其是 1
7
 、 1

9
 、 1

10
 花費許多時間嘗試與修

改，以致每節課能繪製的題目有限，也考

驗學生耐性。 

(4)師生討論 

三位學生在師生討論時會依據各自經

驗說出不同的繪圖與記憶方式，比研究者

事前準備的說法更有助理解與記憶，故師

生討論是成就 CRA 策略教學不可或缺的

要素。 
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圖 8 

木製圓形分數板 

 

圖 9  

洞洞尺 

 

 

 

伍、結論與建議 

一、研究結論 

1. 數困生與非數困生的分數數值比較能

力有顯著差異。6RDMD 與 6MD 的測

驗得分皆顯著低於 6TA；分測驗一、二

中，6MD 的測驗得分顯著低於 4TA。 

2. 不同題目表徵形式對數困生與非數困

生的分數數值比較能力有顯著差異。研

究發現 6TA 在三個分測驗的得分沒有

顯著差異；4TA 在純數字表徵分測驗三
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得的分顯著低於圖像加數字表徵的分

測驗一與純數字表徵的分測驗二；

6RDMD 與 6MD 在純數字表徵分測驗

二的得分都顯著低於圖像加數字表徵

的分測驗一與純數字表徵的分測驗三。 

3. 不同學生組別與不同題目表徵形式對

分數數值比較能力有顯著的交互作用

影響，即不同學生組別的分數數值比較

能力在不同題目表徵形式有顯著差異。 

4. CRA 策略對增進數困生之分數數值比

較能力有立即成效。CRA 策略結構化

的教學方式，讓研究參與者依循具體操

作、表徵圖示逐步建立抽象概念，多次

的討論與練習達到階段內的精熟學

習，對提昇數困生的分數數值比較能力

皆有正向的立即成效。 

5. CRA 策略對增進數困生之分數數值比

較能力有短期保留效果。本研究於介入

期結束後一週進行維持期評量，數困生

分別以抽象數字、操作經驗或圖示解

題，CRA 策略對三位研究參與者的分

數數值比較能力具有短期的保留效果。 

二、研究建議 

（一）選用適切的教具與圖示 

由於 CRA 策略的三階段環環相扣，

表徵階段需觀察具體階段的教具來繪圖，

因此需慎選教具。日後教具選用不僅要考

量涵蓋教學所需的分母數字與繪圖的便利

性及正確性，亦可使用繪圖輔具節省時間。 

具體階段操作分數板時，學生能有效

避免依據分母數字比較數值的錯誤。建議

日後在低年級進行單位分數數值比較教學

時，除了課本圖示與附件可增加分數板操

作活動，符合學生認知發展亦有助建立概

念；中年級可加入繪圖教學銜接抽象概念。 

（二）討論及表達 

討論與放聲思考是 CRA 策略的重要

環節，師生間的語言互動將影響教學。過

程中師生會進行討論，教師需示範放聲思

考的過程與內容並鼓勵學生發表，討論互

動的語言需貼近學生的生活經驗與背景知

識以提昇學習效果。 

（三）留意個別學習精熟度 

CRA 策略的後一階段建立於前一階

段學習的精熟度，因此在完成階段教學後

需進行測驗，確定具有 80%的正確率才能

開啟下一階段學習。教學時需留意學生的

個別學習進度，勿因團體教學而忽略個別

精熟度。 

三、對未來研究的建議 

（一）增加施測對象人數 

本研究的第一部分研究僅以臺南市

30 位一般生與 30 位數困生為研究參與

者。未來研究可擴大研究參與者的人數，

或以至少 30 位數障生為研究參與者。 

（二）擴大施測對象年段範圍 

本研究的第一部分研究僅以臺南市四

年級與六年級一般生與六年級數困生為研

究對象，未來可擴大選取其他年段學生，

以瞭解各階段數困生與一般生的能力差

異。 

（三）以心理能力為研究內容 

本研究的內容之一是探究數困生與非

數困生分數數值比較能力之差異，此能力

為學生學習後所獲得的能力，使用的分數

數值比較測驗偏向學科成就測驗，尚無法

確切探知數困生的數值比較能力是否為核

心缺陷。未來研究可以數困生的基礎心理

能力為研究主題，以進一步探尋數困生的 
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數值能力困難是否為核心缺陷或是發展落

後所致。 

（四）持續評量以檢視長期的保留效果 

本研究僅於介入期後一週進行三次的

維持期評量，未能於間隔較長的時間檢視

介入方案的長期保留效果，未來研究可拉

長研究階段的長度，以獲取間隔較長時間

後的長期保留效果。 

（五）應用 CRA 策略於數學領域不同範

疇或是分數不同向度之內容 

本研究介入方案內容為分數數值概

念。對於本研究未實施的其他範疇，如小

數，或許也可使用 CRA 策略進行教學，

並探討 CRA 策略應用於不同實數數值比

較教學成效的異同。或可再進一步探討學

生在提昇分數數值概念後，對後續其他分

數概念或是分數計算學習的影響，以進一

步探討概念性知識與程序性知識間的關

係。 

（六）探討不同參與者人數對研究的影響 

本研究的教學情境為個別化與個別教

學，故可視研究參與者個別的學習精熟度

規劃教學節數。為更貼近實務現場，未來

研究可採小組或團體教學，以探討不同參

與者人數對 CRA 策略教學效果的影響。 

（七）探究不同教學對象的成效 

本研究的研究參與者為通過臺南市鑑

輔會跨階段鑑定的六年級學障生，未來可

擴及其他年級、類別的學生，以探究不同

教學對象間的成效差異。 
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附錄一 

 

1. 分測驗一：比比看（一） 
例題： 

請依據圖形排序三個分數。由大排到小，依序寫上 1、2、3，最大的寫 1，最小的寫 3。 

 
1
3 

 

3
3  

 

2
3  

 
（  3  ） （  1  ） （  2  ） 

 

2. 分測驗二：比比看（二） 
例題： 

請依據題目排序三個分數。由大排到小，依序寫上 1、2、3，最大的寫 1，最小的寫 3。 

1
3  

3
3  

2
3  

（  3  ） （  1  ） （  2  ） 

 

3. 分測驗三：比比看（三） 
例題： 

請判斷兩個算式的答案大小，將答案比較大的算式圈起來。 

不要計算，直接作答。 

1+2 ， 2+3 
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附錄二 

圖 1 

三位研究參與者依據分母或依據分子的錯誤作答 
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圖 2 

丙生依據圖像空白部分比較數值 

 

圖 3 

丙生描繪圖像塗色部分的框線 
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圖 4 

研究參與丙在表徵階段所繪製的圖像 

 

圖 5 

甲生在維持期的測驗作答情形 
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圖 6 

研究參與乙在維持期的測驗作答情形 
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圖 7 

研究參與丙在維持期的測驗作答情形 

圖 8 

丙生以口語一半標示數值 
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Abstract 
Purpose 

The mathematics education in junior and elementary schools focuses on integers and 
fractions (Bailey et al., 2011). According to the Curriculum Guidelines of 12-year Basic 
Education in Taiwan (Ministry of Education, 2018), the mathematics curriculum includes 
fraction in the first learning stage, emphasizing the recognition of equal parts and unit frac-
tions. Geary (2004) categorizes mathematical knowledge into conceptual and procedural 
types. One core ability of conceptual knowledge is accurate representation of magnitude 
(Hecht & Vagi, 2012). Literature indicates that students with learning disabilities (LD) expe-
rience difficulties in fraction magnitude representation compared to same-grade students 
without LD. That the intervention improving students’ magnitude knowledge based on the 
previous notion, Jordan and colleagues (2013) suggested the incorporation of magnitude 
instruction in elementary mathematics curriculum. A retrospective review of two decades 
(1995-2017) of domestic research on mathematical difficulties indicates that over 70% of 
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the articles in domestic journals focused on teaching strategies, highlighting the importance 
of intervention (Wang & Hung, 2019). However, practical researches accounted for less than 
30%, indicating a gap between research and practice. The purposes of this study were to 
explore the differences in the ability to compare fraction magnitude between students with 
and without mathematics learning difficulties, and to use CRA strategy as intervention for 
students with mathematics learning difficulties to improve their fraction magnitude compar-
ison ability. 
Methods 

The researcher recruited fourth and sixth graders with typical achievement (4TA and 
6TA) as participants without mathematics learning difficulties, as well as sixth graders with 
reading disabilities (6RDMD) and with mathematics disabilities (6MD) as participants with 
mathematics learning difficulties. In the first part of the study, a researcher-made test was 
administered to measure participants' fraction magnitude comparison ability, and the results 
were explained by mixed design two-factor analysis of variance. In the second section, the 
researcher designed intervention based on CRA strategy to teach three students with math-
ematics learning difficulties. The results of the study were illustrated by graphic method, 
visual analysis method and statistical analysis. 
Results 

The results are as follows. (1) There is a significant difference in the ability to compare 
fraction magnitude between students with and without mathematics learning difficulties. In 
all three subtests, the test scores of 6RDMD and 6MD are significantly lower than 6TA; test 
scores in fraction magnitude comparison tasks with graphics and number representation 
(subtest 1) and fraction magnitude comparison tasks with number representation (subtest 2) 
of 6MD are significantly lower than 4TA. (2) Different representations of test questions re-
sult in significant differences in the ability to compare fraction magnitude between students 
with and without mathematics learning difficulties. The scores of 6TA in all three subtests 
are not significantly different; the test scores in addition comparison task with number rep-
resentation (subtest 3) of 4TA are significantly lower than in fraction magnitude comparison 
tasks with graphics and number representation (subtest 1) and fraction magnitude compari-
son tasks with number representation (subtest 2); the scores in fraction magnitude compari-
son tasks with number representation (subtest 2) of 6RDMD and 6MD are significantly 
lower than in addition comparison task with number representation (subtest 3). (3) Different 
student groups and different representations of test questions have a significant interactive 
effect on the fraction magnitude comparison ability. Students’ magnitude comparison ability 
in different groups shows significant differences in test questions with different representa-
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tions. (4) Students with mathematics learning difficulties learned abstract concepts through 
physical operations and graphics. For students with mathematics learning difficulties, the 
CRA strategy has an immediate effectiveness on improving their fraction magnitude com-
parison ability. (5) Students with mathematics learning difficulties could use abstract num-
bers or graphics to solve fraction magnitude comparison problems. For students with 
mathematics learning difficulties, the CRA strategy has a short-term maintenance effect on 
improving their fraction magnitude comparison ability. 
Conclusions 

Based on the findings the researcher points out three teaching suggestions: select 
teaching aids carefully, encourage students’ participation in discussion and monitor individ-
ual learning proficiency. For future researches, the researcher suggested that the number and 
the age range of students being tested could be expanded to understand the differences be-
tween students with and without mathematical difficulties at different education level, and 
the topics could focus on the reasons for the difficulty of numerical magnitude based on 
students’ mental ability. Additionally, the effectiveness of CRA strategy on different num-
bers and age range of students and on different mathematics knowledge is also worth ex-
ploring. 
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