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摘  要 

隨著衍生性商品的普及化，選擇權已經成為各大衍生性金融市場最熱門的商品。目前

市場上的選擇權幾乎是以美式選擇權為主，由於美式選擇權具有可以提早履約的特性，使

其評價難度相對提高。過去，有諸多學者陸續提出關於美式選擇權的定價方法，然而，對

其避險參數估計之研究卻明顯較少。針對這方面文獻的缺口，本研究分別採用二元樹模

型、擴展二元樹模型、BBS 樹狀模型、擴展 BBS 樹狀模型等，進行美式選擇權避險參數

之比較。結果發現，BBS 法無法適用於美式選擇權之避險參數估計上，亦即 BBS 法的穩

定性依然會受到差分擾動量 h值的影響。因此，就美式選擇權避險參數之估計效率與準度

而言，擴展二元樹模型仍是較佳的模型選擇。 

關鍵詞：美式選擇權、二項式模型、避險參數 

 

 

壹、緒論 

一、研究背景與動機 

自從全世界最早交易選擇權的交易所－芝加哥選擇權交

易所(CBOE)，將 Black-Scholes（以下簡稱 B-S）模型程式化

輸入電腦應用於選擇權交易實務後，依據該模型演變至今，

目前已經廣泛被選擇權交易商、金融業者、保險機構等所使

用。隨著衍生性商品的普及化，選擇權已經成為各大衍生性

市場最熱門的商品，有愈來愈多的交易者開始接觸選擇權，

學術上也有許多學者對選擇權進行探討，其中仍以研究選擇

權定價者居多，相形之下，有關選擇權避險參數估計之研究

則似乎略少。 

選擇權發展至今，人們除了較為關切的定價模型外，其

避險參數也逐漸受到重視，由於金融機構提供予交易者愈來

愈多樣化的選擇權商品，而這些新一代的選擇權通常沒有標

準的定價公式，若無法準確推算出選擇權價值，交易者可能

會遭受大幅的損失，也可能因此降低選擇權這項投資工具的

吸引力。為了避免可能的損失，交易者將面臨避險的問題，

雖然有部份人士提議採停損策略，但其避險效果卻不如預

期，故多數交易者紛紛採用較為複雜，卻也更有效率的避險

方案，而該避險方案則牽涉到一些數值的衡量，其中，delta

與 gamma 係為選擇權避險常見的兩個重要參數。 

由於 delta 是測量股價變動對於選擇權價值的增減變

化，而 gamma 則是衡量選擇權價值與標的資產間之關係曲

度，兩者的數值對選擇權避險均佔有極大的關鍵性，交易者

亦多以這兩參數作為避險的重要指標，希望藉此將風險維持

在可接受的範圍內。因此，如何正確估計避險參數並運用在
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各項投資組合裡，無論對投資人或者證券商而言，都是值得

重視的課題。 

二、研究目的 

雖然 Chung and Shackleton (2002)以及張森林等(2008)的

研究均顯示，Binomial Black-Scholes（以下簡稱 BBS）模型

具有產生單調及平滑收斂的特性，能夠避免發生離散解的問

題，且可有效改善歐式選擇權的避險參數估計值；但不同於

歐式選擇權者，美式選擇權的最大特點為其可允許提早履

約，由於這個緣故，BBS模型之單調及平滑收斂的特性是否

依舊能適用於美式選擇權之避險參數估計上，則顯然還是頗

值得商榷。因此，本研究將針對可以提早履約的美式選擇權

作為研究標的，用來驗證不同美式選擇權二項避險參數估計

法的有效性，並分別採用二元樹模型、擴展二元樹模型、BBS

樹狀模型以及擴展 BBS樹狀模型等，進行美式選擇權避險參

數之比較，希望藉由數值結果的驗證，能找出較佳之模型選

擇，以提供未來相關研究或實務上的參考。 

三、相關理論及研究 

Black and Scholes(1973)發展了 Black-Scholes 選擇權定

價模型，此一公式之推出，為往後衍生性金融商品的合理定

價奠立了重要的基礎。除了少數的選擇權有封閉解外，大部

分的選擇權價格皆以近似值為之，在常用的數值方法中，以

樹狀模型運用最為普遍。Cox, Ross and Rubinstain (1979)提出

二元樹樹狀模型(以下稱 CRR 模型)，其將存續時間分割為 n

段，並假設每經過一期，標的資產的變動方式僅有上升與下

降兩種，隨著價格變動數目的增加，二元樹選擇權定價模型

的分佈型態會愈來愈趨向常態分佈，進而與 B-S 模型相一

致。Boyle(1986)則延伸發展出三元樹模型，也就是將兩點式

跳躍模型，增加為三點式的跳躍模型，亦即將原本只有上升

與下降的情況，改為上升、不變與下降三種型態。 

根據二元樹模型，Pelsser and Vorst(1994)提出了擴展二元

樹模型，其藉由往前推算兩期的時間，讓原本的二元樹模型

再延伸出更多的節點，以增加避險參數值估計的準確度。而

Broadie and Detemple(1996)則是提出 BBS模型來評價美式選

擇權，藉由樹狀模型倒數第二期的節點加入 B-S公式，利用

B-S 的連續值以求算出其選擇權價值。 Figlewski and 

Gao(1999)提出自適應網格法(Adaptive Mesh Modeling)，簡稱

AMM 法，用以改進樹狀模型在處理界限選擇權時所出現的

分配誤差和非線性誤差的情形，其方法是對容易產生線性誤

差的地方，利用兩期節點間再增設更多的小節點，試圖去減

少離散化的問題，從而提高這些部位的解析度。此外，Chung 

and Shackleton (2002)曾探討歐式選擇權的避險參數，並以

Broadie and Detemple(1996)提出的BBS模型，以及Pelsser and 

Vorst(1994)提出的擴展二元樹模型作為估計避險參數的主要

模型，其結論為 BBS模型可避免出現離散解的問題，而最能

有效計算出準確的歐式選擇權之避險參數值。 

隨著選擇權市場的蓬勃發展，評價選擇權的方法日異月

新，Hilliard and Schwartz(2005)提出跳躍擴散二元樹模型，該

模型可以有效評價多種類型的選擇權，因為它可以容納各式

各樣的參數規格，特別是當跳躍波動度很大時，其有能力提

供比以前更準確之數值結果。Chung and Shih(2007)藉由一延

伸參數發展出 GCRR(Generalized CRR)模型，該模型持續上

漲的跳躍幅度與機率都類似 CRR 模型。當分割期數趨近無窮

大時，GCRR 之二元樹歐式選擇權價值將會收斂至 B-S 公

式。而張森林等(2008)則考慮歐式買權，驗證四種二元樹模

型在選擇權定價效率的優劣，以及在計算避險參數 delta 和

gamma 的效率性，其中採用 Broadie and Detemple(1996)之

BBS 模型、Tian(1999)之有彈性的二元樹(FB)模型、Heston and 

Zhou(2000)之平滑報酬(SPF)方法與 Chung and Shih(2007)之

GCRR 模型等，結果發現上述模型在計算歐式買權之 delta

和 gamma 時，也能夠產生單調及平滑收斂的特性。 

實務上，大部分的選擇權皆以美式選擇權為主，其最大

的特色為具有提早履約的特性，因此，在評價分析上較為困

難。Bensoussan(1984)為了證明美式選擇權最佳的履約時點，

提出了 penalization 的方法，該方法在評價美式選擇權時受到

太多的限制，以致於近似值較為不佳。Karatzas(1988)根據

Bensoussan(1984)提出的理論進行修正，並設法消除原先的限

制。Kaushik et al.(1995)則提出一個離散時間無套利模型來評

價美式選擇權，並結合 Heath et al.(1992)所發表的期限結構模

型與 Cox, Ross,and Rubinstein(1979)所提出的 CRR模型，而

得到了更準確的美式選擇權價格。蔡明憲等(2000)提出隱含

相信模型，透過美式選擇權賣方來決定其上限值，藉由所得

的上限值，再配合選擇權買方相信的一臨界履約價格，方可

求得美式選擇權的近似解。Longstaff and Schwartz(2001)則是

提出最小平方(Least-Square)蒙地卡羅法，該方法可使用在多

因素的情況下，藉由繼續持有的條件期望價值，來決定美式

選擇權的最佳履約時點，這是傳統有限差分法所不及的。

Fatone1 et al.(2015) 修 正 並 擴 展 Barone-Adesi and 

Whaley(1987)之美式選擇權評價方法，分別推導出輔助參數

與自由邊界的冪級數展開式，數值實證顯示，這些冪級數均

具收斂性，並且所得結果亦改善了原有方法之問題。 

近 來 ， Burkovska et al.(2018) 利 用 去 美 式 化

(de-Americanization)演算法來估計美式選擇權之真實價格，

其作法是採二元樹模型先將美式選擇權轉換成相對應之虛擬

歐式選擇權，然後再利用校準模型進行美式選擇權理論價格
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之計算。但是由於並無真實理論誤差可供控制目標函數之最

小化，因此實證結果中發現，該方法亦有可能會產生大的評

價誤差。Zhao(2018)探討八種美式選擇權之評價方法，包括

二元樹法、三元樹法、顯式有限差分法、隱式有限差分法、

二次近似法以及三種蒙地卡羅法等，並比較不同方法的計算

效率性與價格準確性。研究發現，二元樹法在所有數值方法

中具有最佳之準確性和效率性，而最小平方法則是三種蒙地

卡羅模擬法中結果較佳者。Glau et al.(2019)則是針對每一個

時間間隔進行動態規劃，並利用 Chebyshev 多項式內插法來

近似其價值函數，藉以估算美式選擇權之理論價格。實證結

果顯示，無論在準確性或執行速度上，均較 Longstaff and 

Schwartz(2001)所提之最小平方蒙地卡羅法更具有效率。

Rotondi(2019)考量高股利美式選擇權，探討最小平方蒙地卡

羅法之迴歸估計偏誤。結果發現，在高股利的情況下，利用

最小平方蒙地卡羅法來評價美式買權，可能會發生美式選擇

權價格低於相同條件之歐式選擇權價格，並且針對此偏誤也

提出了相關的修正方法。Stentoft(2019)討論美式買權數值評

價的效率性，並藉由賣權-買權對稱性來改善最小平方蒙地卡

羅法的評價結果。研究發現，對稱法可有助於提升模擬運算

的效率，並且在評價到期期間長且高波動度的選擇權時，亦

能大幅降低價格估計上的偏誤。Letourneau and Stentoft(2019)

針對美式選擇權提出拔靴法，來改善最小平方蒙地卡羅法之

最佳提早履約邊界的條件期望價值。結果顯示，其價格估計

具有不偏性和穩健性，並且數值運算效率明顯優於原始之最

小平方蒙地卡羅法。 

綜合上述的文獻回顧可知，選擇權發展至今，陸續有學

者對選擇權提出新的定價模型，而關於選擇權避險參數的估

計卻是相對較少被討論。因此，本研究將進行美式選擇權之

樹狀模型避險參數的比較，藉由數值結果的驗證，期能找出

較佳之估計選擇。 

貳、方法 

一、幾何布朗運動與 Black-Scholes 模型 

就財務統計觀點而言，任何一個變數，其值會遵循某種

機率法則隨著時間而變動，我們將這種變動模式稱為隨機過

程。Black-Scholes 模型假設標的資產價格為對數常態分配，

亦即股價服從幾何布朗運動，以下為布朗運動之數學式： 

SdzSdtdS                             (1) 

其中，dS：標的資產的變動、μ：標的資產預期報酬率、

S：標的資產價格、dt：極短的時間、σ：標的資產波動率、

dz：韋那過程 z 的變動。 

由於 Black-Scholes定價模型的推導是由買權入手，當時

間 0t 時，根據 Hull(2018)推導公式於不支付現金股利之歐

式買權價格為： 

)()( 210 dNKedNSC rT                     (2) 

基於買賣評價理論(Put-Call Parity)，也就是相同履約價

的買賣權相減，必為標的資產價格減該履約價格之折現，如

果該值不相等或者差距很大，則套利者就會進行套利，讓價

差回復合理狀態。以下是歐式賣權推導之價格： 
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其中，C：歐式買權價格，P：歐式賣權價格、 0S ：當

前標的資產價格、K：履約價、r：無風險利率、σ：標的資

產波動度、T ：到期時間、 )(zN ：標準常態分配的累積分配

函數，代表一個標準常態變數的值會小於 z 的機率。 

二、二元樹模型 

 

圖一 單一期間二元樹之股價與選擇權價格 

 

Cox, Ross and Rubinstain(1979)所提出的二元樹模型，一

直以來便被廣泛應用在選擇權定價上，由樹狀圖顯示出股價

未來可能的變化走勢。二元樹模型是假設當前股價為
0S ，而

選擇權目前價格為 f ，到期時間為T ，未來股價的變動有兩

種，第一種是股價上漲至 uS0
，第二種是股價下跌至 dS0

，

由 0S 上漲至 uS0
的機率，我們定義為 p，而 0S 由下跌至 dS0

的機率，則定義為 p1 。當股價上漲，選擇權到期時投資組

合的價值為
ufuS 0
；若股價下跌，則選擇權在到期時的投

資 組 合 價 值 為
dfdS 0
， 因 兩 者 相 等 之 下 ， 則

du fdSfuS  00
，由此可得 

dSuS

ff du

00 


                             (6) 
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到此，投資組合為無風險，而且一定可賺得無風險利率，

接著，我們定義 r 為無風險利率，則投資組合的現值為

rT

u efuS  )( 0
，另投資組合的成本 fS 0

，因此

rT

u efuSfS  )( 00
， rT

u efuSSf  )( 00
，將

第(6)代入上式簡化後可得 

])1([ du

rT fppfef  
                      (7) 

其中，
du

de
p

rT




 、 teu   、 ted   。 

二元樹模型可以處理較為複雜的選擇權定價，本研究係

針對避險參數 delta 與 gamma 進行探討，其估計方式則是採

用數值差分運算如下： 

h

ThSfThSf

2
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h

h

hSfSf

h

SfhSf )()()()( 0000 





      (9) 

其中 h代表差分擾動量。 

三、擴展二元樹模型 

 

圖二 擴展二元樹樹狀圖 

 

為了可以更準確估計選擇權之避險參數值，Pelsser and 

Vorst(1994)將標準二元樹模型進一步延伸為擴展二元樹模

型，擴展程序為自 0t 時，往前回推二期期數。 0,0S 為當前

的股價，其中，第一個下標符號代表期數，第二個下標符號

代表股價狀態，以 0t 往前推算兩期為 1,2 S ，由該點擴展

的二元樹會有兩個節點涵蓋 0,0S ，分別表示為 1,0S 與 1,0 S ，

至於該模型的推導過程則與原始二元樹模型相同。 

在擴展二元樹的部分，我們同樣探討 delta 與 gamma 兩

種避險參數，其中，delta是衡量股價變動對選擇權價值增減

變化的影響，gamma是用來測量Delta的敏感度，因此，gamma

可說是 delta 的一階微分，換言之，gamma 也是標的物價格

對其選擇權價格變動的二次微分。至於擴展二元樹模型之

delta與 gamma 避險參數的估計式則可分別寫成： 

1,01,0

1,01,0 )()(










SS

SfSf
                        (10) 

1,01,0

1,00,0

1,00,0

0,01,0

0,01,0 )()()()(
2






















SS

SS

SfSf

SS

SfSf

     (11) 

四、BBS 與擴展 BBS 模型 

原本的二元樹模型不屬於連續時間的模型，為了降低其

產生的離散化問題，BBS模型與擴展 BBS模型分別在二元樹

樹狀圖之倒數第二期的定價節點納入 B-S公式，期使加速估

計出更準確的樹狀模型解。這是由於該模型假設美式選擇權

在倒數第二期至最後一期的這段期間，美式選擇權的價值會

等於歐式選擇權，因此在倒數第二期的定價節點納入 B-S公

式，可以使時間變化更具連續性。 

參、結果 

美式選擇權直至目前為止尚未有封閉解，因此僅能以數

值模擬的方式來求得近似值，常見的計算選擇權之數值方法

中，以二元樹模型的運用最廣。本研究主要考量美式選擇權

避險參數中之 delta 與 gamma，分別採用二元樹模型(Bin)、

擴展二元樹模型(EB)、BBS 樹狀模型(BBS)以及擴展 BBS 樹

狀模型(EBBS)等進行探討，並藉由數值結果的驗證，以找出

較佳之估計模型。參照過去文獻諸如 Broadie and Detemple 

(1996)以及 Zhao(2018)等，分別選擇分割期數為 50000 期之

擴展二元樹模型解作為基準，且採用分割期數為 300 期來進

行各樹狀模型避險參數之比較，以同時兼顧運算速度和數值

收斂性。其相關參數範圍則設定如下：選擇權型態：美式賣

權、標的資產(S)：36~44、差分擾動量(h)：0.01~2、履約價(K)：

40、無風險利率(r)：0.06、波動度(σ)：0.2~0.6、到期日(T)：

1年。 

 

圖三 當 h=0.01、S=40、σ=0.4時，各模型在不同分割期數

下的 Delta值 
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由圖三中，可明顯觀察到，在差分擾動量 h 值較小時，

BBS 法有嚴重波動現象，尤其當期數介於 140 ~200 期時，波

動程度更是劇烈，delta 值約在-0.3899~-0.3909 之間上下震

盪，但隨著期數的增加，波動度逐漸遞減並趨於緩和，此時 

delta 值縮小波動幅度約在-0.3904附近。此外，EB法亦有小

幅度且平穩的振盪，而隨著期數的增加，波動程度遞減且逐

漸下降，delta值由 100期時的-0.3894~-0.3899之間，持續下

降至 300 期時的-0.3899~-0.3904。至於 EBBS 法則呈單調遞

減之平滑曲線，其數值結果明顯穩定地介於 EB法之波動間。

因此，相較於 BBS法而言，EB法與 EBBS法在避險參數 delta

的衡量上是變異小而較為準確的，其中又以 EBBS法更佳。 

 

圖四 當 h=0.01、S=40、σ=0.4時，各模型在不同分割期數

下的 Gamma 值 

 

圖四顯示 BBS法的波動度非常劇烈，尤其在 100期、140

期與 200 ~220 期更甚，gamma 值最低點與最高點分別為 0.02

與 0.08，兩者相差近 4倍。而 EB 法與 EBBS法的 gamma值

則是幾乎重疊在一起，均落在 0.02至 0.03之間，呈現一條平

行線。綜合上述觀察，可發現當差分擾動量 h值較小時，BBS

法之避險參數 gamma值的估計，會產生很大的波動且結果不

可靠，由此可知，BBS法對於改善美式選擇權的避險參數值

成效不彰，反倒是 EB 法與 EBBS 法則較能有效估計避險參

數值。 

 

圖五 當 S=40、σ=0.4時，Bin與 BBS在分割期數為 300期

下 h值對 Delta誤差值之影響 

在圖五中可見，Bin法在 h=0.01至 h=0.1 間之 delta誤差

有很明顯的下降，由約-0.008下降至-0.003，後續下降幅度趨

緩，至h=1時的delta誤差大約在 0附近，另與BBS法在 h=0.01

相比之下，兩者相差近 8 倍，由此可知，Bin 法在 h=0.01 至

0.1時的 delta誤差皆較嚴重。整體而言，BBS法所得的估計

結果係優於 Bin 法，此外，對照圖三可發現，隨著分割期數

的增加，的確有助於降低 delta誤差，但兩者之數值解卻依然

是受到差分擾動量 h值大小的影響。 

 

圖六 S=40、σ=0.4時， Bin與 BBS 在分割期數為 300期下

h值對 Gamma 誤差值之影響 

 

圖六顯示，當 h值由 0.01增加至 0.1 時，Bin法之 gamma

誤差由約 1.8快速下降至約 0.2，降幅約為 9倍，且隨著 h值

愈大，Bin法的準確度明顯提升，但相對於 BBS法而言，Bin

法依然是較差的選擇，因為不論是在任何 h 值下，Bin 法的

gamma 誤差皆大於 BBS 法。此外，對照圖四可發現，當差

分擾動量 h 值較小時，分割期數的增加未必能有助於降低

gamma 誤差，兩者之數值解依然是會受到差分擾動量 h值大

小的影響。 

 

圖七 當 h=0.01、σ=0.4時，各模型在分割期數為 300期下

S對 Delta誤差值之影響 

 

在圖七中，我們明顯發現在分割期數為 300 期時，Bin

法不論是在價內、價平或是價外，delta誤差同樣有很大的起

伏，誤差值介於-0.015 至 0.015 之間。而 BBS 法、EB 法與
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EBBS 法三者在期數 300 期時 Delta 誤差都非常接近，然而

BBS 法的數值結果係呈現不穩定的狀態，此由圖三中可發

現，當 h=0.01 時，BBS 法之 delta 值會隨著期數的不同而產

生劇烈之振盪現象，反觀 EB 法或 EBBS 法則起伏小而較為

穩定，尤其 EBBS 法係呈單調遞減之趨勢，故所得之數值結

果亦明顯更具可信度，因此，我們在估計 delta值時依然會選

擇 EB法或 EBBS法。 

 

圖八 當 h=0.01、σ=0.4時，各模型在分割期數為 300期下

股價對 Gamma 誤差值之影響 

由於 Bin 法呈現間斷而不規則的分布，且價內與價平的

gamma 誤差值皆嚴重過大，已經完全不在座標軸之設定範圍

內，故並未繪製於圖八內。由圖可見，BBS 法之 gamma 誤

差值在分割期數為 300期的情況下，仍有明顯的起伏。另 EB

法與 EBBS 法幾乎完全重疊於 0，而且由圖四中可看出，EB

法與 EBBS法亦呈現平滑的直線，並且互相重疊，只有 BBS

法會隨著期數的不同而產生劇烈之振盪現象，因此，EB法與

EBBS法對於避險參數 gamma值的估計結果顯然是較為準確

的。 

 

 

 

 

 

 

 

表一 當 K=40、r=0.06、T=1、Step=300時，各模型之 Delta估計結果 

S σ 
Benchmark 

Delta 
EB EBBS 

h=0.01 h=0.1 

Bin BBS Bin BBS 

36 0.2 -0.69680  -0.69634  -0.69650  -0.69524  -0.69688  -0.69530  -0.69701  

40 0.2 -0.40475  -0.40504  -0.40497  -0.41102  -0.40469  -0.40705  -0.40493  

44 0.2 -0.21407  -0.21455  -0.21458  -0.20602  -0.21415  -0.20686  -0.21417  

36 0.4 -0.50875  -0.50802  -0.50810  -0.51481  -0.50872  -0.51484  -0.50880  

40 0.4 -0.39063  -0.39040  -0.39031  -0.39855  -0.39040  -0.39403  -0.39049  

44 0.4 -0.29582  -0.29577  -0.29577  -0.28380  -0.29575  -0.28473  -0.29584  

36 0.6 -0.43621  -0.43520  -0.43532  -0.43447  -0.43604  -0.43450  -0.43611  

40 0.6 -0.36269  -0.36216  -0.36204  -0.37125  -0.36263  -0.36638  -0.36273  

44 0.6 -0.30148  -0.30102  -0.30105  -0.29680  -0.30160  -0.29667  -0.30156  

RMSE 0.00054  0.00051  0.00706  0.00012 0.00549 0.00012 

S σ 
Benchmark 

Delta 

h=0.5 h=1 h=2 

Bin BBS Bin BBS Bin BBS 

36 0.2 -0.69680  -0.69795  -0.69698  -0.69748  -0.69786  -0.70116  -0.70131  

40 0.2 -0.40475  -0.40485  -0.40496  -0.40613  -0.40578  -0.40927  -0.40898  

44 0.2 -0.21407  -0.21436  -0.21435  -0.21507  -0.21497  -0.21758  -0.21750  

36 0.4 -0.50875  -0.51448  -0.50874  -0.50736  -0.50890  -0.51051  -0.50968  

40 0.4 -0.39063  -0.39138  -0.39069  -0.39071  -0.39084  -0.39214  -0.39158  

44 0.4 -0.29582  -0.29470  -0.29592  -0.29606  -0.29608  -0.29690  -0.29672  

36 0.6 -0.43621  -0.43467  -0.43619  -0.43504  -0.43629  -0.43718  -0.43672  

40 0.6 -0.36269  -0.36376  -0.36264  -0.36308  -0.36278  -0.36275  -0.36319  

44 0.6 -0.30148  -0.29674  -0.30150  -0.29705  -0.30162  -0.30447  -0.30193  

RMSE 0.00263 0.00014  0.00172  0.00059 0.00275  0.00243 

 

表一為在分割期數為 300 期，價內、價平與價外，以及

不同波動度、不同 h 值的情況下，EB 法、EBBS 法、Bin 法

與 BBS法之 delta值。表中可見，美式賣權之 delta值與標的

資產 S呈正向關係，至於隨波動度 σ之變化關係，則需視價

性而定。觀察各模型之 RMSE(root of the mean squared error)

值可發現，Bin 法在差分擾動量 h 值較小時，如表顯示
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h=0.01、h=0.1 時的誤差較大，且隨著 h 值增加，如 h=0.5、

h=1 及 h=2 時，其誤差反而變小，顯然，Bin 法會受到 h 值

變動產生不穩定的情形，且其估計誤差亦是所有模型中最大

者。而 BBS 法則剛好相反，當差分擾動量 h 值較小時，如

h=0.01、h=0.1及 h=0.5時，RMSE值較小，其數值如表中顯

示分別為 0.00012、0.00012與 0.00014，而隨著 h值增加，如

h=1 及 h=2 時，其誤差卻有明顯增加。可見，BBS 法並未能

完全避免 h值變動的影響，其估計準度則是與 EB法或 EBBS

法互有領先。雖然在差分擾動量 h值較小時，BBS法之 RMSE

值略小於 EB 法與 EBBS 法，但根據圖三可知，BBS 法的數

值解存有嚴重波動現象，其估計結果顯然較不穩定，又圖七

也可看出該三個模型之 delta誤差值相當接近。因此，在同時

考量計算之效率性與可靠性下，整體而言，EB 法與 EBBS

法仍是較理想的選擇。 

表二 當 K=40、r=0.06、T=1、Step=300時，各模型之 Gamma 估計結果 

S σ 
Benchmark 

Gamma 
EB EBBS 

h=0.01 h=0.1 

Bin BBS Bin BBS 

36 0.2 0.08672 0.08660  0.08663  0.09079  0.10472  0.08461  0.10360  

40 0.2 0.05973 0.05970  0.05965  1.45457  0.07443  0.24402  0.06159  

44 0.2 0.03652 0.03651  0.03650  0.03450  0.08127  0.03232  0.03857  

36 0.4 0.03259 0.03251  0.03252  0.01432  0.03073  0.01252  0.03184  

40 0.4 0.02653 0.02650  0.02648  1.75937  0.03007  0.27325  0.02559  

44 0.4 0.02099 0.02097  0.02096  0.08893  0.01543  0.03368  0.02036  

36 0.6 0.02008 0.02002  0.02003  0.01108  0.02959  0.00560  0.02182  

40 0.6 0.01676 0.01673  0.01672  1.83549  0.01186  0.28263  0.01634  

44 0.6 0.01392 0.01388  0.01388  0.00027  0.01715  0.00467  0.01426  

RMSE 0.00006  0.00006 0.95808  0.01737 0.13597 0.00575 

S σ 
Benchmark 

Gamma 

h=0.5 h=1 h=2 

Bin BBS Bin BBS Bin BBS 

36 0.2 0.08672 0.07868  0.08721  0.08659  0.08704  0.08653  0.08681  

40 0.2 0.05973 0.08086  0.05987  0.06113  0.05973  0.06042  0.05977  

44 0.2 0.03652 0.05030  0.03683  0.03639  0.03655  0.03649  0.03665  

36 0.4 0.03259 0.01446  0.03243  0.02922  0.03251  0.03205  0.03256  

40 0.4 0.02653 0.07068  0.02676  0.04063  0.02664  0.02749  0.02652  

44 0.4 0.02099 0.05450  0.02107  0.03350  0.02111  0.02075  0.02099  

36 0.6 0.02008 0.00606  0.02001  0.00624  0.01999  0.01914  0.02007  

40 0.6 0.01676 0.06937  0.01667  0.03786  0.01682  0.02132  0.01676  

44 0.6 0.01392 0.00359  0.01383  0.00371  0.01380  0.01104  0.01389  

RMSE 0.02823 0.00023 0.01110 0.00013 0.00188 0.00006 

 

在分割期數為 300 期時，表二所列者係價內、價平與價

外，以及不同波動度、不同 h值的情況下，EB法、EBBS法、

Bin 法與 BBS法之 gamma 值。由表可見，不同於美式賣權之

delta 值者，其 gamma 值與標的資產 S 或波動度 σ皆呈反向

關係。此外，無論在任何 h 值之條件下，Bin 法之數值誤差

皆相當不理想，且就 BBS法而言，當 h值較小，例如 h=0.01

與 h=0.1 時，亦未能獲致令人滿意的結果。而隨著 h值增大，

BBS 法的 gamma 值會逐漸趨近正確解，但 Bin 法的 gamma

值則仍舊無法得到有效的改善，顯然兩者均容易受到 h 值的

影響。由 RMSE值亦可觀察到，Bin法與 BBS法之誤差皆隨

著 h值增加而遞減，雖然相形之下，BBS法似乎明顯優於 Bin

法，但與 EB法、EBBS法之 RMSE值均為 0.00006 相比，其

結果的穩定性還是遠不如預期。因此，無論就估計之準度或

效率而言，在衡量美式選擇權之 gamma 值上，採用 EB法及

EBBS法會較妥當。 

肆、結論 

由於美式選擇權具有可以提早履約的特性，直至目前為

止尚未有封閉解的存在，因此，在評價美式選擇權的問題上

有一定的困難度。而眾多的求解數值方法中，以二元樹模型

運用最為普遍，另外，過去文獻則是較少探討有關選擇權避

險參數的部份。因此，本研究採 Broadie and Detemple(1996)

提出的 BBS模型，與 Pelsser and Vorst(1994)提出的擴展二元

樹模型作為估計避險參數的主要模型，並加入二元樹模型與

擴展 BBS 模型一起作討論。藉由數值結果之比較，以驗證

Chung and Shackleton (2002)所推論之 BBS法也可有效衡量

美式選擇權避險參數值的論點，其中，主要估計的避險參數

則分別是 delta值與 gamma 值。 
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研究顯示，Bin法與 BBS法均容易受到差分擾動量 h

值的影響，尤其是在 h值較小的情況下，其 delta值與 gamma

值會隨著期數的改變而產生嚴重波動的現象。至於 EB法與

EBBS法所得結果與 h值無關，則相對較為穩定，並且 EBBS

法之估計誤差更是呈平滑遞減的趨勢。此外，當不同參數

條件變化時，有關各模型在價內、價平及價外的 delta 與

gamma 估計值之比較發現，Bin 法所得結果最差，不僅數

值解有很大的起伏，且準確性亦相當不理想。至於 BBS法

則是在 delta 誤差方面，與 EB 法或 EBBS 法呈互有優劣的

結果，然由於其間之差異不大，並且 BBS法的數值解仍存

有嚴重的波動現象，故整體而言，EB法與 EBBS法之 delta

值依然較 BBS法穩定可靠。另外，關於 gamma 誤差方面，

EB法與 EBBS法無論是準確性或可靠性均係明顯優於BBS

法。由此可見，雖然 Chung and Shackleton (2002)及張森林

等(2008)的研究均顯示，BBS法可以有效改善歐式選擇權的

避險參數估計值，但該單調及平滑收斂的特性卻無法適用

於美式選擇權之避險參數估計上，亦即 BBS法的穩定性依

然會受到差分擾動量 h 值的影響。因此，就美式選擇權避

險參數之估計效率與準度而言，擴展二元樹模型仍是較佳

的模型選擇。 
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Abstract 

With the prevalence of financial derivatives, options have turned into the most popular 

product in major derivatives markets. At present, the American option is relatively common in 

the market since it can be exercised anytime during its life; hence, it is comparatively difficult to 

price it. In the past, researchers have proposed various models to price American options; 

however, not so many studies focus on the estimation of hedge ratios. Regarding the lack in this 

field, this study attempts to compare hedge ratios in American options by several models, such 

as the binomial model, extended binomial tree, Binomial Black-Scholes (BBS) method, and 

extended BBS tree. The result shows that BBS cannot be applied on the estimation of hedge 

ratios in American options. In other words, the stability of BBS is affected by h, the perturbation 

value. Accordingly, the extened tree is still the better model in the estimation of hedge ratios in 

American options in terms of its efficiency and accuracy. 

Keywords: american options, binomial models, greeks 

 

 


