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摘　　　要：给出了利用矩阵的表示法来求解网络最小费用最大流的新方法．从先选取最小费用的第一条
初始流，后面根据费用最小的原理，不断地增加初始点到终点有向流，直到无法增加为止，所得到的流即为最小

费用最大流．通过举例介绍方法的应用，简单易懂．同时，给出Ｌｉｎｇｏ代码进行验证其正确性．该方法对研究网络
最小费用最大流有一定的推动作用．
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　　最小费用最大流问题在许多实际问题中是十
分重要的，它在工程规划、地理信息系统、通信和交

通运输等领域有着十分广泛的应用［１］．例如：由于
输油管道的长短不一或地质等原因，使各管道运输

费用也不相同［２］．这就需要考虑最小费用最大流
的现实问题．以往的此类问题，主要采取两种解决
的思路：１）先选择最大流，然后根据边费用，检查
是否有可能在流量平衡的前提下通过调整边流量，

使总费用得以减少．２）先选择费用小的流，然后寻
找一条源点至汇点的增流链，但要求这条增流链必

须是所有增流链中费用最小的一条［３］．两种思路
不停迭代，直到选出最优的可行解．笔者主要以矩
阵的形式对最小费用最大流问题进行求解，最后给

出Ｌｉｎｇｏ的程序结果加以对照．该解法简单易懂，
对运筹学及管理学的学生理解此类问题提供一种

较好的方案．

１　数学表示

最小费用最大流中，一般用有向图 Ｇ＝｛ｖ｝，ｎ
＝｜Ｖ｜－１表示最小费用最大流的网络．设 ｆｉｊ为弧
（ｉ，ｊ）上的流量，ｃｉｊ为弧（ｉ，ｊ）上的单位运费，ｕｉｊ为弧
（ｉ，ｊ）上的容量．初始点记为 ｖ０，终点记为 ｖｎ．用矩
阵Ｃ＝（ｃｉｊ）ｎ×ｎ．（０≤ｉ≤ｎ－１，１≤ｊ≤ｎ）表示网络中
所有的单位运费．若（ｉ，ｊ）无连接，则 ｃｉｊ＝∞．用矩
阵Ｕ＝（ｕｉｊ）ｎ×ｎ．（０≤ｉ≤ｎ－１，１≤ｊ≤ｎ）表示网络
中所有的容量．若（ｉ，ｊ）无连接，则ｕｉｊ＝０．

２　方法提出

１）把网络中的初始费用和容量记为Ｃ０和Ｕ０．

２）在Ｃ０中选择总费用最小的作为第一条流．

在Ｕ０中选取被Ｃ０选取的对应的点，找出其最小值

ｆ１．然后在Ｕ０中相应的位置中减去该值 ｆ１得到新

的Ｕ１．

３）若 Ｕ１中有新增加的元素０，则回到 Ｃ０，把

Ｃ０中Ｕ１位置中新变为０的相同位置的元素改为

∞．（当网络弧容量变为０的时候，说明无法再从

该弧通过任何流量，所以其上的单位运费也不再具

备任何选择条件，可示为此路不通，单价记为∞）．

４）在Ｃ中继续选择最小费用的一条流，在 Ｕ１
中选取被Ｃ１选取的对应的点，找出其最小值ｆ２．然

后在Ｕ１中相应的位置中减去该值ｆ２得到新的Ｕ２．

以此重复步骤２）和３），直到Ｕｉ中再也找不到增加

的流．

５）若Ｃｉ中，同一行有相同的值，则对比此时

Ｕｉ中已被选取的点，数值接近的 ｃｉｊ具有优先权．

（例如：Ｃｉ中已经能够 ｃ０１，而 ｃ１２＝ｃ１３，对比此时 Ｕｉ
中，ｕ１２，ｕ１３哪个与ｕ０１接近，则选取该个ｃｉｊ）．

３　举例说明

图１给出带运费的网络，第１个数字是网络的

容量，第２个数字是网络的单位运费．
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图１　带运费的网络
　　解　按照方法可知：
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注：此处第４行，ｃ３２比 ｃ３５要小，为什么没有选择小
的．这里我们要遵循方法的第２）步骤，总费用最小
的作为第一条流，如果选择ｃ３２，则总费用还要加上
ｃ２４和ｃ４５，则１＋３＋７＞６．故第一条流为ｖ０ｖ１ｖ３ｖ５．
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　　选取下划线最小的值５作为 ｆ１＝５．第一条流
费用为５×（２＋２＋６）＝５０，把Ｕ０中划下划线的元
素都减去ｆ１，得到下面Ｕ１
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Ｕ１中ｕ３５变为０，则Ｃ１中的ｃ３５变为∞，
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按照上述方法在 Ｃ１ 中选取最小费用流

ｖ０ｖ１ｖ３ｖ２ｖ４ｖ５，ｆ２＝２，第二条流费用为２×（２＋２＋３
＋１＋７）＝３０．同理，按照上述步骤得到下面新的

Ｕ２和Ｃ２．
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按照上述方法在 Ｃ２ 中选取最小费用流

ｖ０ｖ１ｖ２ｖ４ｖ５，ｆ３＝１，第二条流费用为１×（２＋５＋７）＝

１４．同理，按照上述步骤得到下面新的Ｕ３和Ｃ３．
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Ｃ３中选取最小费用流 ｖ０ｖ２ｖ４ｖ５，ｆ４＝６，第二条

流费用为６×（８＋３＋７）＝１０８．同理，按照上述步
骤得到下面新的Ｕ４和Ｃ４．
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Ｃ４中选取 ｖ０ｖ２再也没有可选择的点到终点．

·０３· 平顶山学院学报　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１２年



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

总费用为５０＋３０＋１７＋１０８＝２０５．

４　Ｌｉｎｇｏ软件解题

ｍｏｄｅｌ：
ｓｅｔｓ：ｐｏｉｎｔｓ／ｖ０，ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ４，ｖ５／；ｅｄｇｅ

（ｐｏｉｎｔｓ，ｐｏｉｎｔｓ）／ｖ０，ｖ１ｖ０，ｖ２ｖ１，ｖ２ｖ１，ｖ３ｖ２，ｖ４
ｖ３，ｖ２ｖ３，ｖ５ｖ４，ｖ３ｖ４，ｖ５／：ｃ，ｕ，ｆ；

ｅｎｄｓｅｔｓｄａｔａ：ｃ＝２８５２３１６４７；ｕ＝８７５９
９２５６１０；ｖｆ＝１４；ｅｎｄｄａｔａ

ｍｉｎ＝＠ｓｕｍ（ｅｄｇｅ（ｉ，ｊ）：ｃ（ｉ，ｊ）ｆ（ｉ，ｊ））；

＠ｆｏｒ（ｐｏｉｎｔｓ（ｉ）｜ｉ＃ｎｅ＃＠ｉｎｄｅｘ（ｖ０）＃ａｎｄ＃ｉ＃ｎｅ
＃＠ｉｎｄｅｘ（ｖ５）：＠ｓｕｍ（ｅｄｇｅ（ｉ，ｊ）：ｆ（ｉ，ｊ））－＠ｓｕｍ
（ｅｄｇｅ（ｊ，ｉ）：ｆ（ｊ，ｉ））＝０；）；

＠ｓｕｍ（ｅｄｇｅ（ｉ，ｊ）｜ｉ＃ｅｑ＃＠ｉｎｄｅｘ（ｖ０）：ｆ（ｉ，ｊ））
＝ｖｆ；
＠ｓｕｍ（ｅｄｇｅ（ｊ，ｉ）｜ｉ＃ｅｑ＃＠ｉｎｄｅｘ（ｖ５）：ｆ（ｊ，ｉ））

＝ｖｆ；
＠ｆｏｒ（ｅｄｇｅ（ｉ，ｊ）：＠ｂｎｄ（０，ｆ（ｉ，ｊ），ｕ（ｉ，ｊ）））；

ｅｎｄ
运行结果如下［２］：

５　结论

笔者对最小费用最大流提出了简明易懂的矩

阵解题方法，并举了实例进行演示和说明．文中还
给出相应的Ｌｉｎｇｏ源代码来解例题的数据．值得说
明的是，在数学越来越多地嵌入各行各业的今天，

对各类现实问题我们要学会用多种方法进行分析

和解决．让复杂繁琐的实际问题转化为简单易懂的
数学问题，用数学知识解决它，使结果更快更好地

服务于社会．
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