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摘　　　要：针对时谐涡流场的离散鞍点系统，改进了其预处理分块交替分裂隐式（ＰＢＡＳＩ）迭代法，引入了
新的参数，称为双参数的预处理分块交替分裂隐式（ＤＰＰＢＡＳＩ）迭代法．给出了新的迭代方法的收敛性分析，并且
给出了简单拓扑与一般拓扑下一种分裂的具体计算格式．
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０　引言

考虑如下的时谐涡流问题的耦合模型：

ｃｕｒｌ（σ－１ｃｕｒｌＨＣ）＋ｉωμＨＣ＝ｃｕｒｌ（σ
－１Ｊｅ，ｃ） ｉｎΩＣ；

ｃｕｒｌ（μ－１ｃｕｒｌＥＩ）＝ｉωＪｅ，Ｉ ｉｎΩＩ；

ｄｉｖ（εＥＩ）＝０ ｉｎΩＩ；

μ－１ｃｕｒｌＥＩ×ｎ＝０ ｏｎΩ；

εＥＩ·ｎ＝０ ｏｎΩ；

ｃｕｒｌＥＣ×ｎ＝（－ｉωμ）
－１ｃｕｒｌＥＩ×ｎ ｏｎΓ；

ｃｕｒｌＥＩ×ｎ＝σ
－１（ｃｕｒｌＥＣ－Ｊｅ，Ｃ）×ｎ ｏｎΓ
















．

（１）

其中，Ｅ，Ｈ，Ｊｅ分别是电场强度、磁场强度与涡流电流密度，Ω是瓗
３上的单连通的有界多边体，Ω为 Ω

的边界，ΩＣ与ΩＩ分别为 Ω的导体区域与非导体区域，Γ为 ΩＣ与 ΩＩ闭区域的交集，ｎ为 Ω与 Γ上指向
ΩＩ的单位外法向量方向，介质的磁导率、介电常数、电导率和角频率分别用μ，ε，σ，ω表示，更详细的说明
可见文献［１－２］．

当非导电区域ΩＩ的第一贝蒂数为０时，利用有限元方法离散耦合模型（１），可以得到简单拓扑情况
下的离散系统，当非导电区域ΩＩ的第一贝蒂数大于０时，我们也可以得到一般拓扑情况下的系统，具体
可见文献［３］．一般情况下，我们会对简单拓扑等式两边左乘矩阵￡＝Ｄｉａｇ（－ｉＩ，－ｉＩ，－Ｉ，－Ｉ），则得到

Ａ１ －ｉＤ ＢＣ ０

－ｉＤ Ａ２ ０ ＢＩ
ＢＣ ０ ０ ０

０ ＢＩ













０ ０

ＨＣ
珘ＥＩ
珟Ｑ
珦Φ













Ｉ

＝

－ｉＦＣ
－ｉＧＩ















０
０

． （２）

其中，Ａ１＝ＭＣ－ｉＳＣ，Ａ２＝ＳＩ＋τＢＢＩ，并且ＭＣ为对称正定矩阵，ＳＣ与ＳＩ为对称半正定矩阵，ＢＣ与ＢＩ为行
满秩矩阵，Ｄ为一个实矩阵，注意到实际上Ａ２是一个对称正定矩阵．同样地，对于一般拓扑情况下的系统，
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两边乘以￡＝Ｄｉａｇ（－ｉＩ，－Ｉ，－Ｉ），可以得到

Ａ１ ＢＣ －ｉＤ

ＢＣ ０ ０

－ｉＤ ０ Ａ









２

ＨＣ
珟Ｑ
珘Ｅ









Ｉ

＝

－ｉＦＣ
０
－ｉＧ









Ｉ

． （３）

在生活中，时谐涡流模型常常运用于模拟低频交流电的电磁现象．众多学者为了解决时谐涡流模型的
离散模型提出了许多算法，如修正超松弛迭代算法与Ｕｚａｗａ－ｌｉｋｅ算法［４］，交替半正定分裂（ＡＰＳＳ）迭代算
法［５］，正定与半正定分裂（ＰＳ）迭代方法［６］，以及Ｂａｉ等人提出了一类块交替分裂隐式（ＢＡＳＩ）迭代算法［３］．
同时，为了高效地求解，也提出了许多预处理子，如维分裂预处理子［６］等．笔者在预处理分块交替分裂隐
式（ＰＢＡＳＩ）迭代法［７］上做了进一步的改进，引入了新的参数 β，同时研究了新的迭代算法的收敛性，给出
了一种分裂情况下具体的计算步骤．

１　预处理分块交替分裂隐式迭代法

首先，文中所考虑的广义鞍点矩阵如下：

Ａｘ≡
Ａ Ｂ

－Ｂ( )Ｃ ( )ｙｚ＝( )ｆｇ≡ｂ． （４）

其中，Ａ∈Ｒｍ×ｍ为正定矩阵，Ｃ∈Ｒｎ×ｎ为Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ半正定矩阵，Ｂ∈Ｒｍ×ｎ，（ｍ＞ｎ）．在文献［３］中首先给出了
一种分裂如下：

Ａ ＝（αＩ＋Ｐ）－（αＩ－Ｓ）＝（αＩ＋Ｓ）－（αＩ－Ｐ）＝Ｐ＋Ｓ， （５）
式中，

Ｐ＝
Ｐ Ｂ１
－Ｂ１







Ｃ
，Ｓ＝

Ｓ Ｂ２
－Ｂ２







０
， （６）

其中，Ａ ＝Ｐ＋Ｓ且Ｐ为一个正定矩阵，Ｓ为反Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵，Ｂ＝Ｂ１＋Ｂ２为矩阵Ｂ的一个分裂．从而进一
步得到交替分裂隐式（ＢＡＳＩ）迭代方法来求解鞍点问题（４）如下：

（αＩ＋Ｐ）ｘｋ＋( )１２ ＝（αＩ－Ｓ）ｘ（ｋ）＋ｂ，

（αＩ＋Ｓ）ｘ（ｋ＋１）＝（αＩ－Ｐ）ｘｋ＋( )１２ ＋ｂ{ ，

式中，α＞０，ｘ（ｋ）＝
ｙ（ｋ）

ｚ（ｋ( )） 为第ｋ步迭代，ｂ＝( )ｆｇ．基于上述迭代法，在文献［８］中，进一步提出了预处理分块
交替分裂隐式（ＰＢＡＳＩ）迭代法，迭代格式如下：

（αＶ＋Ｐ）ｘｋ＋( )１２ ＝（αＶ－Ｓ）ｘ（ｋ）＋ｂ，

（αＶ＋Ｓ）ｘ（ｋ＋１）＝（αＶ－Ｐ）ｘｋ＋( )１２ ＋ }ｂ．
（７）

式中，Ｖ＝Ｄｉａｇ（Ｖ１，Ｖ２）为块对角矩阵，Ｖ１，Ｖ２为对称正定矩阵．并且给出了收敛分析如下：
定理１　假设广义鞍点问题（４）的系数矩阵 Ａ 有（５）－（６）的分裂．Ｖ是对称正定的分块对角矩阵．

当Ｂ的分裂Ｂ１和Ｂ２满足

Ｒｅ（＜Ｂ１ｖ，Ｖ
－１
１ Ｂ２ｖ＞）≤０，ｖ∈ｋｅｒ（Ｃ）

时，对于任意的α＞０，给定任意初始值ｘ（０）∈Ｃｍ×ｎ，根据迭代格式（７），算法均收敛到问题（４）的精确解．

２　双参数的预处理分块交替分裂隐式（ＤＰＰＢＡＳＩ）迭代法

　　在本节中，我们在原先的预处理分块交替分裂隐式迭代格式上进行了新的改进，引入了第２个参数
β，进行了新的迭代格式的收敛性分析，并且给出了在实际计算中的计算方式．
２．１　ＤＰＰＢＡＳＩ迭代算法与收敛分析

对于问题（４），我们对第１节中的预处理分块交替隐式迭代法进行改进，引入第２个参数β，进而可以
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得到如下算法：

算法１　对于广义鞍点问题（４）的系数矩阵Ａ 做（５）－（６）的分裂，给定任意的初始值ｘ（０）∈Ｃｍ×ｎ，对

于ｋ＝１，２，３，…，使用下面迭代格式得到迭代序列｛（ｘ（ｋ））｝直至满足终止准则：

（αＶ＋Ｐ）ｘｋ＋( )１２ ＝（αＶ－Ｓ）ｘ（ｋ）＋ｂ，

（βＶ＋Ｓ）ｘ（ｋ＋１）＝（βＶ－Ｐ）ｘｋ＋( )１２ ＋ }ｂ．
（８）

其中α＞０，β＞０，Ｖ＝Ｄｉａｇ（Ｖ１，Ｖ２）为对称正定的分块对角矩阵，Ｖ１，Ｖ２为对称正定矩阵．
可以简单地看出，当α＝β时，ＴＰＰＢＡＳＩ迭代算法退化为 ＰＢＡＳＩ迭代算法，并且当 α＝β＝１时，ＤＰＰ

ＢＡＳＩ迭代算法退化为文献［３］提出的ＡＰＳＳ迭代算法．下面我们给出算法的收敛性分析，首先给出一个有
用的引理．

引理１　假设矩阵Ａ 可分解为Ａ ＝Ｐ＋Ｓ，其中矩阵 Ｐ与矩阵 Ｓ分别是 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ半正定矩阵与反
Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵，若对给定的α＞０有

αλｍａｘ
２α＋λｍａｘ

＜β≤α＋２λｍｉｎ， （９）

则有ρ（（βＩ＋Ｓ）－１（βＩ－Ｐ）（αＩ＋Ｐ）－１（αＩ－Ｓ））＜１，其中 λｍｉｎ与 λｍａｘ分别是 Ｐ的最小与最大特征值，

ρ（Ｑ）是矩阵Ｑ的谱半径．
证明　这里采用与文献［９］定理２类似的证明方式，这里给出简单的过程如下：

ρ（（βＩ＋Ｓ）－１（βＩ－Ｐ）（αＩ＋Ｐ）（αＩ－Ｓ））≤
（βＩ＋Ｓ）－１（βＩ－Ｐ）（αＩ＋Ｐ）（αＩ－Ｓ）２≤

（βＩ＋Ｓ）－１（αＩ－Ｓ）２ （βＩ－Ｐ）（αＩ＋Ｐ）
－１

２＝

ｍａｘ
γｉ∈σ（Ｓ）

α２＋γ２槡 ｉ

β２＋γ２槡 ｉ

ｍａｘ
λｉ∈σ（Ｐ）

β－λｉ
α＋λｉ

． （１０）

其中σ（Ｑ）是矩阵Ｑ的谱集．因为α＞０，β＞０，λ≥０，我们知道函数ｆ（λ）＝β－λα＋λ
关于λ单调，所以有下面

等式成立：

ｍａｘ
λｉ∈σ（Ｐ）

β－λｉ
α＋λｉ

＝ｍａｘβ
－λｍａｘ
α＋λｍａｘ

，
β－λｍｉｎ
α＋λ{ }

ｍｉｎ
．

进一步，存在α，β，其中λｍｉｎ≤β≤λｍａｘ，事实上β是关于λｍｉｎλｍａｘ，α函数，使得下列等式成立：

ｍａｘ
λｉ∈σ（Ｐ）

β－λｉ
α＋λｉ

＝

λｍａｘ－β
λｍａｘ＋α

　β≤β，

β－λｍｉｎ
α＋λｍｉｎ

　β≥β









 ．
（１１）

下面分３种情况讨论：

情况１　当β＞α时，我们可以得到 ｍａｘ
γｉ∈σ（Ｓ）

α２＋γ２槡 ｉ

β２＋γ２槡 ｉ

＜１，因此只需考虑 ｍａｘ
λｉ∈σ（Ｐ）

β－λｉ
α＋λｉ

≤１即可．若 β≤

β成立，则 ｍａｘ
λｉ∈σ（Ｐ）

β－λｉ
α＋λｉ

＝
λｍａｘ－β
λｍａｘ＋α

≤１自然成立．若β≥β成立，令 ｍａｘ
λｉ∈σ（Ｐ）

β－λｉ
α＋λｉ

＝
β－λｍｉｎ
α＋λｍｉｎ

≤１，则有β≤

２αλｍｉｎ，综上所述则有α＜β≤αλｍｉｎ．

情况２　当β＜α时，我们有 ｍａｘ
γｉ∈σ（Ｓ）

α２＋γ２槡 ｉ

β２＋γ２槡 ｉ

＜α
β
，因此我们只需要证明 ｍａｘ

λｉ∈σ（Ｐ）

β－λｉ
α＋λｉ

≤βα
．同样地，若

β≤β成立，令
λｍａｘ－β
λｍａｘ＋α

＜β
α
，则有

αλｍａｘ
２α＋λｍａｘ

＜β成立．若 β≥β，则
β－λｍｉｎ
α＋λｍｉｎ

＜β
α
自然成立．综上所述则有
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αλｍａｘ
２α＋λｍａｘ

＜β＜α．

情况３　当β＝α时，矩阵（βＩ＋Ｓ）－１（βＩ－Ｐ）（αＩ＋Ｐ）－１（αＩ－Ｓ）相当于ＢＡＳＩ方法的迭代矩阵，它是
无条件收敛的，所以等式自然成立．

综合上述３种情况，容易得到定理结论．
下面我们给出算法的收敛性定理．
定理２　假设广义鞍点问题（４）的系数矩阵 Ａ 有（５）－（６）的分裂，其中矩阵 Ｐ与矩阵 Ｓ分别是

Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ半正定矩阵与反Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵，Ｖ是对称正定的分块对角矩阵．对于任意α＞０，若β满足

αλｍａｘ
２α＋λｍａｘ

＜β≤α＋２λｍｉｎ，

其中，λｍａｘ，λｍｉｎ分别为矩阵Ｖ
－１２ＰＶ－

１
２的最大与最小特征值，根据迭代格式（８），算法均收敛到问题（４）的精

确解．
证明　由算法１，可以得到ＤＰＰＢＡＳＩ方法的迭代矩阵Ｔ如下：

Ｔ＝（βＶ＋Ｓ）－１（βＶ－Ｐ）（αＶ＋Ｐ）－１（αＶ－Ｓ）＝

Ｖ－
１
２（βＩ＋Ｓ）－１（βＩ－Ｐ）·

（αＩ＋Ｐ）－１（αＩ－Ｓ）Ｖ
１
２． （１２）

其中，Ｐ＝Ｖ－
１
２ＰＶ－

１
２，Ｓ＝Ｖ－

１
２ＳＶ－

１
２．因为矩阵 Ｐ与矩阵 Ｓ分别是 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ半正定矩阵与反 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩

阵，且Ｖ是对称正定的分块对角矩阵，所以 Ｐ与 Ｓ依然是Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ半正定矩阵与反Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵．根据
引理１，我们容易得到：若β满足

αλｍａｘ
２α＋λｍａｘ

＜β≤α＋２λｍｉｎ，

其中，λｍａｘ，λｍｉｎ分别为矩阵 Ｐ的最大与最小特征值，则有ρ（（βＩ＋Ｓ）
－１（βＩ－Ｐ）（αＩ＋Ｐ）－１（αＩ－Ｓ））＜１成

立，又由等式（１２）可知，迭代矩阵Ｔ与矩阵（βＩ＋Ｓ）－１（βＩ－Ｐ）（αＩ＋Ｐ）－１（αＩ－Ｓ）相似．则有ρ（Ｔ）＜１，则

算法收敛．
２．２　时谐涡流问题中ＴＰＰＢＡＳＩ算法的求解

在这小节中，将结合离散的时谐涡流问题的代数形式，研究其简单拓扑和一般拓扑在 ＴＰＰＢＡＳＩ算法
下的具体实现．
２．２．１　简单拓扑情况下的算法

结合等式（２），广义鞍点问题（４）可以改写成如下形式：

Ａｘ≡
Ａ Ｂ

－Ｂ( )０ ( )ｙｚ＝ ｆ( )０≡ｂ， （１３）

其中，

Ａ＝
Ａ１ －ｉＤ

－ｉＤ Ａ







２

，Ｂ＝
ＢＣ ０

０ Ｂ






Ｉ
，ｙ＝

ＨＣ
珘Ｅ( )
Ｉ

，ｚ＝
珟Ｑ
珦Φ( )
Ｉ

，ｆ＝
－ｉＦＣ
－ｉＧ( )

Ｉ

．

进一步，可以做出分裂如下：

Ａ ＝（αＶ＋Ｐ）－（αＶ－Ｓ）＝
（αＶ＋Ｓ）－（αＶ－Ｐ）＝Ｐ＋Ｓ． （１４）

其中Ｐ，Ｓ由式（６）规定，Ｖ＝Ｄｉａｇ（Ｖ１，Ｖ２，Ｖ３，Ｖ４），又Ｖ１，Ｖ２，Ｖ３，Ｖ４为对称正定矩阵且

Ｐ＝
ＭＣ ０

０ Ａ( )
２

，Ｓ＝
－ＳＩ －ｉＤ

－ｉＤ( )０
，
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Ｂ１＝
０ ０( )０ ０

，Ｂ２＝
ＢＣ ０

０ Ｂ






Ｉ
．

容易验证Ｐ为半正定Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵，Ｓ为反Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵．
将上述分裂带入算法１，我们知道每一步迭代都只需要求解两个线性方程组如下：

αＶ１＋ＭＣ ０ ０ ０

０ αＶ２＋Ａ２ ０ ０

０ ０ αＶ３ ０

０ ０ ０ αＶ













４

Ｈ ｋ＋( )１２
Ｃ

珘Ｅ ｋ＋( )１２
Ｉ

珟Ｑ ｋ＋( )１２

珦Φ ｋ＋( )

















１
２

＝

ｕ（ｋ）１
ｕ（ｋ）２
ｕ（ｋ）３
ｕ（ｋ）













４

， （１５）

其中，

ｕ（ｋ）１
ｕ（ｋ）２
ｕ（ｋ）３
ｕ（ｋ）













４

＝

（αＶ１＋ｉＳＣ）Ｈ
（ｋ）
Ｃ ＋ｉＤ珘Ｅ

（ｋ）
Ｉ －ＢＣ珟Ｑ

（ｋ）－ｉＦＣ
ｉＤＨ（ｋ）Ｃ ＋αＶ２珘Ｅ

（ｋ）
Ｉ －ＢＩ珦Φ

（ｋ）－ｉＧＩ
ＢＣＨ

（ｋ）
Ｃ ＋αＶ３珟Ｑ

（ｋ）

ＢＩ珘Ｅ
（ｋ）
Ｉ ＋αＶ４珦Φ

（ｋ













）

，

与

βＶ１－ＳＣ －ｉＤ ＢＣ ０

－ｉＤ βＶ２ ０ ＢＩ
－ＢＣ ０ βＶ３ ０

０ －ＢＩ ０ βＶ













４

Ｈ（ｋ＋１）Ｃ

珘Ｅ（ｋ＋１）Ｉ

珟Ｑ（ｋ＋１）

珦Φ（ｋ＋１













）

＝

ｕｋ＋( )１２
１

ｕｋ＋( )１２
２

ｕｋ＋( )１２
３

ｕｋ＋( )１２

















４

， （１６）

其中，

ｕｋ＋( )１２
１

ｕｋ＋( )１２
２

ｕｋ＋( )１２
３

ｕｋ＋( )１２

















４

＝

（βＶ１－ＭＣ）Ｈ ｋ＋( )１２
Ｃ －ｉＦＣ

（βＶ２－Ａ２）珘Ｅ ｋ＋( )１２
Ｉ －ｉＧＩ

βＶ３珟Ｑ ｋ＋( )１２

βＶ４珦Φ ｋ＋( )

















１
２

．

经过简单的计算，我们可以得到该分裂迭代格式如下：

算法２　考虑（１５）分裂下的简单拓扑问题．设 Ｌ＝βＶ１－ＳＣ＋
１
β
ＢＣＶ

－１
３ ＢＣ，给定初始值 Ｈ

（０）
Ｃ ，珘Ｅ

（０）
Ｉ ，

珟Ｑ（０），珦Φ（０），对于ｋ＝１，２，３，…，计算Ｈ（ｋ＋１）Ｃ ，珘Ｅ（ｋ＋１）Ｉ ，珟Ｑ（ｋ＋１），珦Φ（ｋ＋１）的步骤如下：
１）通过求解对称正定方程：

（αＶ１＋ＭＣ）Ｈ ｋ＋( )１２
Ｃ ＝ｕ（ｋ）１ ，

（αＶ２＋Ａ２）珘Ｅ ｋ＋( )１２
Ｉ ＝ｕ（ｋ）２

{ ，

得到Ｈ ｋ＋( )１２
Ｃ 与 珘Ｅ ｋ＋( )１２

Ｉ ．

２）通过下列等式计算珟Ｑ ｋ＋( )１２与珦Φ ｋ＋( )１２：

珟Ｑ ｋ＋( )１２ ＝珟Ｑ（ｋ）＋１
α
Ｖ－１３ ＢＣＨ

（ｋ）
Ｃ ，

珦Φ ｋ＋( )１２ ＝珦Φ（ｋ）＋１α
Ｖ－１４ ＢＩ珘Ｅ

（ｋ）
Ｉ

{ ．

３）进而通过下列等式计算 珘Ｅ（ｋ＋１）Ｉ 与Ｈ（ｋ＋１）Ｃ ：
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（ＤＬ－１Ｄ ＋βＶ２＋
１
β
ＢＩＶ

－１
４ ＢＩ）珘Ｅ

（ｋ＋１）
Ｉ ＝ｕｋ＋( )１２

２ －ＢＩ珦Φ ｋ＋( )１２ ＋ｉＤＬ－１（ｕｋ＋( )１２
１ －ＢＣ珟Ｑ ｋ＋( )１２），

ＬＨ（ｋ＋１）Ｃ ＝ｕｋ＋( )１２
１ －ＢＣ珟Ｑ ｋ＋( )１２ ＋ｉＤ珘Ｅ（ｋ＋１）Ｉ

{
．

４）最后通过下列等式计算珟Ｑ（ｋ＋１）与珦Φ（ｋ＋１）：

珟Ｑ（ｋ＋１）＝珟Ｑ ｋ＋( )１２ ＋１
β
Ｖ－１３ ＢＣＨ

（ｋ＋１）
Ｃ ，

珦Φ（ｋ＋１）＝珦Φ ｋ＋( )１２ ＋１
β
Ｖ－１４ ＢＩ珘Ｅ

（ｋ＋１）
Ｉ

{ ．

循环１）～４）直至满足终止条件．我们可以发现算法的主要计算量集中在步骤１）与步骤３），其中可以
发现步骤１）求解的系数矩阵为正定Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵，而步骤３）求解的系数矩阵为正定非Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵，
因此在实际应用中可以考虑非精确求解方法．
２．２．２　一般拓扑情况下的算法

结合等式（３）与广义鞍点问题（４），可以有：

Ａｘ≡
Ａ Ｂ

－Ｂ( )Ｃ ( )ｙｚ＝( )ｆｇ≡ｂ， （１７）

其中，

Ａ＝Ａ１，Ｂ＝（ＢＣ　－ｉＤ），

Ｃ＝
０ ０
０ Ａ( )

２
，ｙ＝ＨＣ，ｚ＝

珟Ｑ
珘Ｅ( )
Ｉ

，ｆ＝－ｉＦＣ，ｇ＝
０
－ｉＧ( )

Ｉ
．

进而可以给出下面一种分裂：

Ａ＝（ａＶ＋Ｐ）－（αＶ－Ｓ）＝
（αＶ＋Ｓ）－（αＶ－Ｐ）＝Ｐ＋Ｓ． （１８）

其中，Ｐ，Ｓ由式（６）规定，Ｖ＝Ｄｉａｇ（Ｖ１，Ｖ２，Ｖ３），又Ｖ１，Ｖ２，Ｖ３为对称正定矩阵且
Ｐ＝ＭＣ，Ｓ＝－ｉＳＣ，Ｂ１＝（０　０），

Ｂ２＝（ＢＣ　－ｉＤ），Ｃ＝
０ ０
０ Ａ( )

２
．

容易验证Ｐ为半正定Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵，Ｓ为反Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵．
运用与简单拓扑情况下相似的做法，可以得出该分裂的迭代格式如下：

算法３　考虑（１８）分裂下的一般拓扑问题．给定初始值 Ｈ（０）Ｃ ，珘Ｅ
（０）
Ｉ ，珟Ｑ

（０），对于 ｋ＝０，１，２，…，计算

Ｈ（ｋ＋１）Ｃ ，珘Ｅ（ｋ＋１）Ｉ ，珟Ｑ（ｋ＋１）的步骤如下：
１）通过求解对称正定方程：

（αＶ１＋ＭＣ）Ｈ ｋ＋( )１２
Ｃ ＝（αＶ１＋ｉＳＣ）Ｈ

（ｋ）
Ｃ ＋ｉＤ珘Ｅ

（ｋ）
Ｉ －ＢＣ珟Ｑ

（ｋ）－ｉＦＣ，

（αＶ２＋Ａ２）珘Ｅ ｋ＋( )１２
Ｉ ＝ｉＤＨ（ｋ）Ｃ ＋αＶ３珘Ｅ

（ｋ）
Ｉ －ｉＧＩ

{ ，

得到Ｈ ｋ＋( )１２
Ｃ 与 珘Ｅ ｋ＋( )１２

Ｉ ．

２）通过下列等式计算珟Ｑ ｋ＋( )１２：

珟Ｑ ｋ＋( )１２ ＝珟Ｑ（ｋ）＋１
α
Ｖ－１２ ＢＣＨ

（ｋ）
Ｃ ．

３）进而通过下列等式计算 珘Ｅ（ｋ＋１）Ｉ 与Ｈ（ｋ＋１）Ｃ ：

（ＤＬ－１Ｄ ＋βＶ３）珘Ｅ
（ｋ＋１）
Ｉ ＝（βＶ３－Ａ２）珘Ｅ ｋ＋( )１２

Ｉ －ｉＧＩ＋ｉＤＬ
－１（ｑ－ＢＣ珟Ｑ ｋ＋( )１２），

ＬＨ（ｋ＋１）Ｃ ＝ｑ－ｉＦＣ－ＢＣ珟Ｑ ｋ＋( )１２ ＋ｉＤ珘Ｅ（ｋ＋１）Ｉ
{ ，

其中

·６· 平顶山学院学报　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２０２０年



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Ｌ＝βＶ１－ＳＣ＋
１
β
ＢＣＶ

－１
２ ＢＣ，

ｑ＝（βＶ１－ＭＣ）Ｈ ｋ＋( )１２
Ｃ －ｉＦＣ．

４）最后通过下列等式计算珟Ｑ（ｋ＋１）：

珟Ｑ（ｋ＋１）＝珟Ｑ ｋ＋( )１２ ＋１
β
Ｖ－１２ ＢＣＨ

（ｋ＋１）
Ｃ ．

循环１）～４）直至条件满足．
因此，可以发现算法的主要计算量集中在步骤１）与步骤３）；同时，也可以发现步骤１）求解的系数矩

阵为正定Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵，而步骤３）求解的系数矩阵为正定非 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵，因此在实际应用中也可以
考虑非精确求解方法．
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