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摘　　　要：研究了一类非线性项与一阶导数有关，且带有变系数 ｈ（ｔ）的二阶脉冲微分方程的边值问题，
通过构造一个特殊的锥，利用锥上的不动点指数理论获得该问题正解的存在性定理．

关　键　词：正解；边值问题；不动点指数
中图分类号：Ｏ１７５．１４　　　　文献标识码：Ａ　　　　文章编号：１６７３－１６７０（２０２１）０５－０００１－０８

０　引言

脉冲微分方程是数学领域的一个重要分支．有关非线性脉冲微分方程边值问题解的问题，很多学者对

其进行了研究［１］，这些文献中涉及的方法很多，包括上下解方法、单调迭代技术、锥上的不动点定理、

ＬｅｒａｙＳｃｈａｕｄａｒ原理等．此外，二阶脉冲微分方程的边值问题已经被广为研究［２］，但在这些文章中，作者总

是假设非线性项ｆ与一阶导数ｘ′（ｔ）无关，或者非线性方程中不含ｈ（ｔ）．

笔者讨论了如下边值问题（ＢＶＰ）：

－ｘ″＝ｈ（ｔ）ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ）），　　ｔ≠ｔｋ；

Δｘｔ＝ｔｋ＝Ｉｋ（ｘ（ｔｋ）），　　ｋ＝１，２，…，ｍ；

Δｘ′ｔ＝ｔｋ＝Ｉ

ｋ（ｘ′（ｔｋ）），　　ｋ＝１，２，…，ｍ；

ｘ（０）＝０，ｘ（１）＝αｘ（η）













．

（１）

其中：ｈ∈Ｌ１［０，１］，ｈ（ｔ）＞０；ｆ∈Ｃ（Ｊ×Ｒ＋×Ｒ＋，Ｒ＋）；η∈（０，１）；０＜α＜１η
；Ｉｋ，Ｉｋ ∈Ｃ［Ｒ

＋，Ｒ＋］．Ｊ＝

［０，１］，Ｊ′＝Ｊ＼｛ｔ１，ｔ２，…，ｔｍ｝，０＜ｔ１ ＜ｔ２ ＜… ＜ｔｍ ＜１．Δｘｔ＝ｔｋ
＝ｘ（ｔ＋ｋ）－ｘ（ｔ

－
ｋ），Δｘ′ｔ＝ｔｋ＝ｘ′（ｔ

＋
ｋ）－

ｘ′（ｔ－ｋ），ｋ＝１，２，…，ｍ．ｘ（ｔ
＋
ｋ）、ｘ（ｔ

－
ｋ）分别表示ｘ（ｔ）在ｔ＝ｔｋ处的右极限和左极限，ｘ′（ｔ

＋
ｋ）、ｘ′（ｔ

－
ｋ）分别表示

ｘ′（ｔ）在ｔ＝ｔｋ处的右极限和左极限．

笔者讨论了一类二阶脉冲微分方程的三点边值问题，利用不动点指数理论获得该问题正解的存在性

定理，建立了一些该问题存在正解的充分条件．

１　预备知识

为了方便，笔者列出一些定义、注解和已知的结论．

令Ｊ０＝［ｔ０，ｔ１］，Ｊｋ＝（ｔｋ，ｔｋ＋１］，ｋ＝１，２，…，ｍ，ｔ０＝０，ｔｍ＋１＝１．ＰＣ［Ｊ，Ｒ］＝｛ｘＪ→Ｒ｜ｘ（ｔ），当ｔ≠ｔｋ
时连续，ｘ（ｔ＋ｋ），ｘ（ｔ

－
ｋ）存在，且ｘ（ｔ

－
ｋ）＝ｘ（ｔｋ），ｋ＝１，２，…，ｍ｝，ＰＣ

１［Ｊ，Ｒ］＝｛ｘ∈ＰＣ［Ｊ，Ｒ］｜ｘ′（ｔ），当ｔ≠

ｔｋ时连续，ｘ′（ｔ
＋
ｋ），ｘ′（ｔ

－
ｋ）存在，且ｘ′（ｔ

－
ｋ）＝ｘ′（ｔｋ），ｋ＝１，２，…，ｍ｝．引入范数

‖ｘ‖ＰＣ ＝ｓｕｐｔ∈Ｊ｜ｘ（ｔ）｜，‖ｘ‖ ＝ｍａｘ｛‖ｘ‖ＰＣ，‖ｘ′‖ＰＣ｝．

显然，ＰＣ［Ｊ，Ｒ］在‖·‖ＰＣ下构成一个Ｂａｎａｃｈ空间，ＰＣ
１［Ｊ，Ｒ］在‖·‖下构成一个ｂａｎａｃｈ空间．
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记ＰＷ［Ｊ，Ｒ］＝｛ｘ∈ＰＣ［Ｊ，Ｒ］｜ｘ′（ｔ）在每个区间Ｊｋ的任意子集上绝对连续，ｋ＝１，２，…，ｍ｝．

定义１　ｘ称为ＢＶＰ（１）的一个正解，若ｘ∈ＰＷ［Ｊ，Ｒ］，ｘ（ｔ）＞０，ｔ∈Ｊ，且满足（１）．

引理１［３］　ＨＰＣ１［Ｊ，Ｒ］是相对紧集的充分必要条件为Ｈ中的诸函数ｘ（ｔ）及其导函数ｘ′（ｔ）都在

Ｊ上一致有界且在每个Ｊｋ（ｋ＝１，２，…，ｍ）上等度连续．

引理２［４］　设Ｐ是Ｂａｎａｃｈ空间Ｅ中的一个锥，对ρ＞０，定义Ωρ＝｛ｘ∈Ｐ｜‖ｘ‖ ＜ρ｝，假设Ｔ：Ωρ→Ｐ

是全连续算子，且有ｘ≠Ｔｘ，对ｘ∈Ωρ．

１）如果‖ｘ‖≤‖Ｔｘ‖，对ｘ∈Ωρ，那么ｉ（Ｔ，Ωρ，Ｐ）＝０；

２）如果‖ｘ‖≥‖Ｔｘ‖，对ｘ∈Ωρ，那么ｉ（Ｔ，Ωρ，Ｐ）＝１．

引理３　设ｘ∈ＰＷ［Ｊ，Ｒ］满足：

－ｘ″＝ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ）），　ｔ∈Ｊ′；

ｘ′（ｔ）＝ｘ′（０）－∫０
ｔ

ｆ（ｓ，ｘ（ｓ），ｘ′（ｓ））ｄｓ＋∑
０＜ｔｋ＜ｔ

（ｘ′（ｔ＋ｋ）－ｘ′（ｔｋ）），ｔ∈Ｊ．

则

ｘ（ｔ）＝ｘ（０）＋ｘ′（０）ｔ－∫０
ｔ

（ｔ－ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ），ｘ′（ｓ））ｄｓ＋∑
０＜ｔｋ＜ｔ

（ｘ（ｔ＋ｋ）－ｘ（ｔｋ））＋

∑
０＜ｔｋ＜ｔ

（ｔ－ｔｋ）（ｘ′（ｔ
＋
ｋ）－ｘ′（ｔｋ）），ｔ∈Ｊ．

引理４　设ｘ∈ＰＷ［Ｊ，Ｒ］是ＢＶＰ（１）的解，当且仅当ｘ∈ＰＣ１［Ｊ，Ｒ］是下面脉冲积分方程的解．

ｘ（ｔ）＝∫０
１

Ｇ（ｔ，ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ），ｘ′（ｓ））ｄｓ＋ αｔ
１－αη∑０＜ｔｋ＜η

［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（η－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］＋

∑
０＜ｔｋ＜ｔ

［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（ｔ－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］－
ｔ

１－αη∑
ｍ

ｋ＝１
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（１－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］，ｔ∈Ｊ．

其中

Ｇ（ｔ，ｓ）＝

ｓ
１－αη

（１－ｔ－αη＋αｔ），　　０≤ｓ≤ｔ≤１，ｓ≤η；

ｔ
１－αη

（１－ｓ－αη＋αｓ），　　０≤ｔ≤ｓ≤η≤１；

１
１－αη

（ｓ－ｓｔ＋αηｔ－αηｓ），　　０≤η≤ｓ≤ｔ≤１；

ｔ
１－αη

（１－ｓ），　　０≤ｔ≤ｓ≤１，η≤















 ｓ．

经计算可得：

０≤Ｇ（ｔ，ｓ）≤ａ１ｓ（１－ｓ），０≤Ｇ′ｔ（ｔ，ｓ）≤
１－ｓ
１－αη

，（ｔ，ｓ）∈［０，１］×［０，１］；

ａ２ｓ（１－ｓ）≤Ｇ（ｔ，ｓ），（ｔ，ｓ）∈［η，１］×［０，１］．

其中ａ１ ＝
ｍａｘ｛１，α｝
１－αη

＞０，ａ２ ＝
ｍｉｎ｛１－η，η｝·ｍｉｎ｛１，α｝

１－αη
＞０．

引理５［５］　令０＜α＜１η
，如果ｆ∈Ｃ（Ｊ×Ｒ＋×Ｒ＋），ｔ∈Ｊ，那么ＢＶＰ（１）的唯一解ｘ满足 ｍｉｎ

ｔ∈［η，１］
ｘ（ｔ）≥

γ‖ｘ‖，ｍｉｎ
ｔ∈［η，１］

ｘ′（ｔ）≥γ‖ｘ′‖，其中γ＝ｍｉｎαη，α（１－η）１－αη
，{ }η．

由于ｘＪ→Ｒ＋，ｘ″（ｔ）＝－ｈ（ｔ）ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ））≤０，可知ｘ（ｔ）在［０，１］上是凹的．令Ｋ＝｛ｘ∈Ｐ

ｘ是凹的且 ｍｉｎ
ｔ∈［η，１］

ｘ（ｔ）≥γ‖ｘ‖，ｍｉｎ
ｔ∈［η，１］

ｘ′（ｔ）≥γ‖ｘ′‖｝，其中γ如上所给．显然Ｐ是Ｅ上的一个锥，Ｋ是Ｐ
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的一个子集．令Ｋｒ＝｛ｘ∈ＰＣ
１［Ｊ，Ｒ］｜‖ｘ‖ ＜ｒ｝，ｒ＞０．

定义算子ＴＰ→Ｋ，

（Ｔｘ）（ｔ）＝∫０
１

Ｇ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ），ｘ′（ｓ））ｄｓ＋ αｔ
１－αη∑０＜ｔｋ＜η

［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（η－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］＋

∑
０＜ｔｋ＜ｔ

［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（ｔ－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］－
ｔ

１－αη∑
ｍ

ｋ＝１
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（１－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］．

笔者给出下面的假设：

（Ｈ１）假设对任意的ｒ，ｒ′＞０，存在（ｔ）∈Ｌ∞［０，１］，使得ｆ（·，ｘ１，ｘ２）≤ｌ（ｔ），其中（ｘ１，ｘ２）∈［０，ｒ］×

［０，ｒ′］，ｌ＝ｍａｘ｛ｒ，ｒ′｝，ｔ∈［０，１］．

（Ｈ２）假设存在Ｍ ＞０，使得∫０
１

ｈ（ｓ）（ｓ）ｄｓ≤Ｍ，Ｉｋ、Ｉｋ ≥θ，我们有

２－αη
１－αη∑

ｍ

ｋ＝１
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（１－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］＋

α
１－αη∑０＜ｔｋ＜η

［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（η－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］≤β１‖ｘ‖，

１
１－αη∑

ｍ

ｋ＝１
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（２－αη－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］＋

α
１－αη∑０＜ｔｋ＜η

［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（η－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］≤β２‖ｘ‖．

其中，λ＞０为一常数，

β１ ＝１－
ａ１
４（２λ∫０

１

ｈ（ｓ）ｄｓ＋Ｍ）＞０，β２ ＝１－
１

１－αη
（２λ∫０

１

ｈ（ｓ）ｄｓ＋Ｍ）＞０．

（Ｈ３）假设存在常数ｌ０和ｂ，其中

０＜ｂ＜ｍｉｎ２ａ２λ∫０
１

ｓ（１－ｓ）ｈ（ｓ）ｄｓ

１－ｌ０
，

２λ∫０
１

Ｇ′ｔ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｄｓ

１－ｌ
{ }

０

，

使得

αη
１－αη∑０＜ｔｋ＜η

［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（η－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］＋∑
０＜ｔｋ＜ｔ

Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））－

１
１－αη∑

ｍ

ｋ＝１
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（１－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］≥ｌ０‖ｘ‖．

为了方便，记

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｓｕｐ
Ｊ
ｆ（ｔ，ｘ，ｙ），ｆ（ｘ，ｙ）＝ｉｎｆ

Ｊ
ｆ（ｔ，ｘ，ｙ）．

（Ｈ４）ｆ∞ ＝ｍａｘｌｉｍｓｕｐｘ→＋∞
ｓｕｐ
ｙ∈Ｒ＋

ｆ（ｘ，ｙ）
‖ｘ‖ ＋‖ｙ{ }‖ ，ｌｉｍｓｕｐ

ｙ→＋∞
ｓｕｐ
ｘ∈Ｒ＋

ｆ（ｘ，ｙ）
‖ｘ‖ ＋‖ｙ{ }{ }‖

＜λ．

（Ｈ５）ｆｃ，０ ＝ｍｉｎｌｉｍｉｎｆ
ｘ→０＋

ｉｎｆ
ｙ∈［０，ｃ］

ｆ（ｘ，ｙ）
‖ｘ‖ ＋‖ｙ{ }‖ ，ｌｉｍｉｎｆ

ｙ→０＋
ｉｎｆ

ｘ∈［０，ｃ］

ｆ（ｘ，ｙ）
‖ｘ‖ ＋‖ｙ{ }{ }‖

＞λｂ．

其中ｃ＞０，Ｊ＝［０，１］．

引理６　假设（Ｈ１）、（Ｈ２）成立，那么ＴＰ→Ｋ是全连续算子，且Ｔ在Ｐ中的不动点是ＢＶＰ（１）的一

个正解．

证明　很容易验证（Ｔｘ）″（ｔ）≤０，所以Ｔｘ是非负、凹的．

第一步，证明对任意的ｘ∈Ｐ，Ｔｘ∈Ｋ．

若０＜α＜１，根据引理４及Ｔ的定义，由（Ｔｘ）（η）＝ｘ（η），αｘ（η）＝ｘ（１），以及（Ｔｘ）（１）＝ｘ（１），
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所以（Ｔｘ）（η）≥（Ｔｘ）（１）．

令（Ｔｘ）（珋ｔ）＝（Ｔｘ）（１），若珋ｔ≤η＜１，则 ｍｉｎ
ｔ∈［η，１］

（Ｔｘ）（ｔ）＝（Ｔｘ）（１），且

（Ｔｘ）（珋ｔ）≤（Ｔｘ）（１）＋（Ｔｘ）（１）－（Ｔｘ）（η）１－η
（０－１）＝ １－αη

α（１－η）
（Ｔｘ）（１）．

即（Ｔｘ）（１）≥α（１－η）１－αη
（Ｔｘ）（珋ｔ）．所以

ｍｉｎ
ｔ∈［η，１］

（Ｔｘ）（ｔ）≥α（１－η）１－αη‖
Ｔｘ‖． （２）

若η＜珋ｔ＜１，则 ｍｉｎ
ｔ∈［η，１］

（Ｔｘ）（ｔ）＝（Ｔｘ）（１）．由Ｔｘ的凹性，有

（Ｔｘ）（η）
η ≥（Ｔｘ）（

珋ｔ）
珋ｔ ．

所以，由α（Ｔｘ）（η）＝（Ｔｘ）（１），得

（Ｔｘ）（１）
αη ≥（Ｔｘ）（

珋ｔ）
珋ｔ ≥（Ｔｘ）（珋ｔ）＝‖Ｔｘ‖，

即

ｍｉｎ
ｔ∈［η，１］

（Ｔｘ）（ｔ）≥αη‖Ｔｘ‖ ． （３）

若１≤α≤ １η
，易得（Ｔｘ）（η）＝１α

ｘ（１）≤（Ｔｘ）（１）．所以，可选取η≤珋ｔ≤１，使得（Ｔｘ）（珋ｔ）＝‖Ｔｘ‖．

否则，若珋ｔ∈［０，η］，那么有

（Ｔｘ）（η）≤（Ｔｘ）（１）－（Ｔｘ）（η）１－η
（珋ｔ－η）＋（Ｔｘ）（ｔ）＝

１－１( )α （珋ｔ－η）
１－η

（Ｔｘ）（１）＋（Ｔｘ）（ｔ）．

这与Ｔｘ的凹性矛盾．所以由（Ｔｘ）（η）≤（Ｔｘ）（１）及Ｔｘ的凹性知

ｍｉｎ
ｔ∈［η，１］

（Ｔｘ）（ｔ）＝（Ｔｘ）（η），（Ｔｘ）（η）η ≥（Ｔｘ）（
珋ｔ）

珋ｔ ≥（Ｔｘ）（珋ｔ）＝‖Ｔｘ‖．

这表明

ｍｉｎ
ｔ∈［η，１］

（Ｔｘ）（ｔ）≥η‖Ｔｘ‖ ． （４）

由式（２）～式（４）可知

ｍｉｎ
ｔ∈［η，１］

（Ｔｘ）（ｔ）≥γ‖Ｔｘ‖，γ＝ｍｉｎαη，α（１－η）１－αη
，{ }η ．

接下来证明

ｍｉｎ
ｔ∈［η，１］

（Ｔｘ）′（ｔ）≥γ‖Ｔｘ′‖．

因为

（Ｔｘ）′（ｔ）＝∫０
１

Ｇ′ｔ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ），ｘ′（ｓ））ｄｓ＋
α

１－αη∑０＜ｔｋ＜η
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（η－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］＋

∑
０＜ｔｋ＜ｔ

［Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））－
１

１－αη∑
ｍ

ｋ＝１
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（１－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］≥γ（Ｔｘ）′（１）．

所以

ｍｉｎ
ｔ∈［η，１］

（Ｔｘ）′（ｔ）≥γ‖（Ｔｘ）′‖．

综上可知，ＴＰ→Ｋ．显然，如果ｘ是Ｔ在Ｐ中的不动点，则ｘ满足ＢＶＰ（１）且是ＢＶＰ（１）的一个正解．

第二步，证明Ｔ是全连续算子．

先证明Ｔ一致有界，假设Ｓ是Ｄ中的绝对有界集，即对任意的ｘ∈Ｓ，
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｜（Ｔｘ）（ｔ）｜≤∫０
１

｜Ｇ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ），ｘ′（ｓ））｜ｄｓ＋ αｔ
１－αη∑０＜ｔｋ＜η

［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（η－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］＋

∑
０＜ｔｋ＜ｔ

［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（ｔ－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］－
ｔ

１－αη∑
ｍ

ｋ＝１
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（１－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］≤

ａ１ｌ∫０
１

ｓ（１－ｓ）ｈ（ｓ）（ｓ）ｄｓ＋２－αη１－αη∑
ｍ

ｋ＝１
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（１－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］＋

α
１－αη∑０＜ｔｋ＜η

［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（η－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］≤
ａ１
４ｌＭ＋β１‖ｘ‖ ＝Ｃ１．

｜（Ｔｘ）′（ｔ）｜≤∫０
１

｜Ｇ′ｔ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ），ｘ′（ｓ））｜ｄｓ＋ α
１－αη∑０＜ｔｋ＜η

［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋

（η－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］＋∑
０＜ｔｋ＜ｔ

Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））－
１

１－αη∑
ｍ

ｋ＝１
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（１－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］≤

ｌ
１－αη∫０

１

（１－ｓ）ｈ（ｓ）（ｓ）ｄｓ＋ １
１－αη∑

ｍ

ｋ＝１
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（２－αη－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］＋

α
１－αη∑０＜ｔｋ＜η

［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（η－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］≤
Ｍｌ
１－αη

＋β２‖ｘ‖ ＝Ｃ２．

所以，Ｔ（Ｓ）中的诸函数及其导函数均在Ｊ上一致有界．

第三步，证明Ｔ在每个Ｊｋ（ｋ＝０，１，２，…，ｍ）上等度连续．

ε＞０，令ｔ′、ｔ″∈Ｊｋ，ｋ＝０，１，２，…，ｍ，ｔ′≤ｔ″，且｜ｔ″－ｔ′｜＜
ε
２β２ｌ
，（ｘ，ｙ）∈［０，ｒ］×［０，ｒ′］，由于

Ｇ（ｔ，ｓ）在Ｊ上一致连续，所以恒有

｜Ｇ（ｔ″，ｓ）－Ｇ（ｔ′，ｓ）｜＜ ε
２Ｍｌ．

于是有

｜（Ｔｘ）（ｔ″）－（Ｔｘ）（ｔ′）｜≤∫０
１

｜Ｇ（ｔ″，ｓ）－Ｇ（ｔ′，ｓ）｜·｜ｈ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ），ｘ′（ｓ））｜ｄｓ＋

｜ｔ″－ｔ′｜·｜ α
１－αη∑０＜ｔｋ＜η

［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（η－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］＋

∑
０＜ｔｋ＜ｔ

Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））－
１

１－αη∑
ｍ

ｋ＝１
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（１－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］｜≤

ε
２Ｍ∫０

１

ｈ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ），ｘ′（ｓ））ｄｓ＋｜ｔ″－ｔ′｜β２ｌ＜
ε
２ＭＭ＋

ε
２β２ｌ
β２ｌ＝ε．

所以Ｔｘ在每个Ｊｋ（ｋ＝０，１，２，…，ｍ）上等度连续．

由引理１，Ｔ（Ｓ）是相对紧集，又结合（Ｈ１）、（Ｈ２），易知Ｔｘ连续，故ＴＰ→Ｋ是全连续算子．

综上可知，Ｔ在Ｐ中的不动点是ＢＶＰ（１）的一个正解．证毕．

因此，由引理６的证明可知，Ｔ（Ｋ）Ｋ．

２　主要结果

命题１　假设（Ｈ２）、（Ｈ４）成立，则存在ｒ０ ＞０，使得

ｉ（Ｔ，Ｋｒ∩Ｋ，Ｋ）＝１，ｒ＞ｒ０．

证明　由（Ｈ４）可知，存在ｒ０ ＞０，满足ｆ（ｔ，ｘ，ｙ）≤λ（‖ｘ‖ ＋‖ｙ‖），ｘ＞ｒ０或ｙ＞ｒ０，ｔ∈Ｊ．

又由（Ｈ２）知，对ｒ０ ＞０，存在（ｔ）∈Ｌ∞［０，１］，使得

ｆ（ｔ，ｘ，ｙ）≤ｌ（ｔ），ｘ，ｙ∈［０，ｒ０］，ｔ∈Ｊ．
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因此对所有的ｘ、ｙ∈Ｒ＋，ｔ∈Ｊ，

ｆ（ｔ，ｘ，ｙ）≤λ（‖ｘ‖ ＋‖ｙ‖）＋ｌ（ｔ）．

所以，令ｘ∈Ｋｒ，使‖ｘ‖ ＝ｒ＞ｒ０，

（Ｔｘ）（ｔ）＝∫０
１

Ｇ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ），ｘ′（ｓ））ｄｓ＋２－αη１－αη∑
ｍ

ｋ＝１
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（１－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］＋

α
１－αη∑０＜ｔｋ＜η

［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（η－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］≤
ａ１
４ ２λ∫０

１

ｈ（ｓ）ｄｓ‖ｘ‖ ＋ｌ∫０
１

ｈ（ｓ）（ｓ）ｄ[ ]ｓ＋β１‖ｘ‖ ＝

λａ１
２∫０

１

ｈ（ｓ）ｄｓ＋
ａ１Ｍ
４ ＋β( )１ ‖ｘ‖≤‖ｘ‖ ．

｜（Ｔｘ）′（ｔ）｜≤∫０
１

｜Ｇ′ｔ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ），ｘ′（ｓ））｜ｄｓ＋
１

１－αη∑
ｍ

ｋ＝１
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋

（２－αη－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］＋
α

１－αη∑０＜ｔｋ＜η
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（η－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］≤

１
１－αη２λ∫０

１

ｈ（ｓ）ｄｓ‖ｘ‖ ＋ｌ∫０
１

ｈ（ｓ）（ｓ）ｄ[ ]ｓ＋β２‖ｘ‖ ＝

１
１－αη

（２λ∫０
１

ｈ（ｓ）ｄｓ＋Ｍ）＋β[ ]２ ‖ｘ‖≤‖ｘ‖ ．
所以

‖Ｔｘ‖≤‖ｘ‖，ｘ∈Ｋｒ∩Ｋ．

由引理２中的２），ｉ（Ｔ，Ｋｒ∩Ｋ，Ｋ）＝１．证毕．

命题２　假设存在ｃ＞０，有（Ｈ３）、（Ｈ５）成立，那么存在０＜ｒ１≤ｃ，使得对ρ∈（０，ｒ１］，如果ｘ≠Ｔｘ，

ｘ∈Ｋρ∩Ｋ，则ｉ（Ｔ，Ｋρ∩Ｋ，Ｋ）＝０．

证明　由（Ｈ５）知，存在０＜ｒ１≤ｃ使得

ｆ（ｔ，ｘ，ｙ）≥ λｂ（‖ｘ‖ ＋‖ｙ‖），ｘ，ｙ∈［０，ｒ１］，ｔ∈Ｊ．

取ｘ∈Ｋρ，使得‖ｘ‖ ＝ρ，所以ｘ∈Ｋρ∩Ｋ．

由（Ｔｘ）″（ｔ）≤０，ｔ∈Ｊ，有两种情形：

１） ｍｉｎ
ｔ∈［η，１］

（Ｔｘ）（ｔ）＝（Ｔｘ）（１），０＜α＜１；

２） ｍｉｎ
ｔ∈［η，１］

（Ｔｘ）（ｔ）＝（Ｔｘ）（η），０＜α＜１η
．

对第一种情形，

ｍｉｎ
ｔ∈［η，１］

（Ｔｘ）（ｔ）＝（Ｔｘ）（１）＝

∫０
１

Ｇ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ），ｘ′（ｓ））ｄｓ＋ α
１－αη∑０＜ｔｋ＜η

［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（η－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］＋

∑
ｍ

ｋ＝１
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（１－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］－

１
１－αη∑

ｍ

ｋ＝１
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（１－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］≥

２ａ２
λ
ｂρ∫０

１

ｓ（１－ｓ）ｈ（ｓ）ｄｓ＋ｌ０‖ｘ‖≥（１－ｌ０）ρ＋ｌ０‖ｘ‖ ＝‖ｘ‖，

ｍｉｎ
ｔ∈［η，１］

（Ｔｘ）′（ｔ）＝（Ｔｘ）′（１）＝

∫０
１

Ｇ′ｔ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ），ｘ′（ｓ））ｄｓ＋
α

１－αη∑０＜ｔｋ＜η
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（η－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］＋

∑
０＜ｔｋ＜ｔ

Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））－
１

１－αη∑
ｍ

ｋ＝１
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（１－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］≥
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２λｂρ∫０
１

Ｇ′ｔ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｄｓ＋ｌ０‖ｘ‖≥（１－ｌ０）ρ＋ｌ０‖ｘ‖ ＝‖ｘ‖．

对第二种情形，

ｍｉｎ
ｔ∈［η，１］

（Ｔｘ）（ｔ）＝（Ｔｘ）（η）＝

∫０
１

Ｇ（η，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ），ｘ′（ｓ））ｄｓ＋ αη
１－αη∑０＜ｔｋ＜η

［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（η－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］＋

∑
０＜ｔｋ＜η

［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（η－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］－
η

１－αη∑
ｍ

ｋ＝１
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（１－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］≥

２
ａ２
ｂλρ∫０

１

ｓ（１－ｓ）ｈ（ｓ）ｄｓ＋ｌ０‖ｘ‖≥（１－ｌ０）ρ＋ｌ０‖ｘ‖ ＝‖ｘ‖，

ｍｉｎ
ｔ∈［η，１］

（Ｔｘ）′（ｔ）＝（Ｔｘ）′（η）＝

∫０
１

Ｇ′ｔ（ｔ，ｓ）｜ｔ＝ηｈ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ），ｘ′（ｓ））ｄｓ＋
α

１－αη∑０＜ｔｋ＜η
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（η－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］＋

∑
０＜ｔｋ＜ｔ

Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））－
１

１－αη∑
ｍ

ｋ＝１
［Ｉｋ（ｘ（ｔｋ））＋（１－ｔｋ）Ｉｋ（ｘ′（ｔｋ））］≥

２λｂρ∫０
１

Ｇ′ｔ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｄｓ＋ｌ０‖ｘ‖≥（１－ｌ０）ρ＋ｌ０‖ｘ‖ ＝‖ｘ‖．

所以

‖Ｔｘ‖ ≥‖ｘ‖，ｘ∈Ｋρ∩Ｋ．

由引理２中的１），ｉ（Ｔ，Ｋρ∩Ｋ，Ｋ）＝０．证毕．

下面的定理是本文的主要结果．

定理１　假设存在ｃ＞０，有（Ｈ１）～（Ｈ５）成立，那么ＢＶＰ（１）至少有一个正解．

证明　由（Ｈ４）和命题１知，存在ｒ＞０，使得ｉ（Ｔ，Ｋｒ∩Ｋ，Ｋ）＝１．由（Ｈ５）和命题２知，存在０＜ρ＜

ｍｉｎ｛ｒ，ｃ｝，使得ｉ（Ｔ，Ｋρ∩Ｋ，Ｋ）＝０，所以

ｉ（Ｔ，Ｋｒ∩Ｋ＼（Ｋρ∩Ｋ），Ｋ）＝ｉ（Ｔ，Ｋｒ∩Ｋ，Ｋ）－ｉ（Ｔ，Ｋρ∩Ｋ，Ｋ）＝１．

所以ＢＶＰ（１）至少有一个正解．证毕．

定理２　假设（Ｈ１）～（Ｈ３）、（Ｈ６）成立，此外，假定存在ρ２ ＞０，使得

ｆ（ｔ，ｘ，ｙ）≤ｍ０ρ２，ｘ，ｙ∈［０，ρ２］，ｔ∈Ｊ．

其中

ｍ０ ＝
２λ∫０

１

ｈ（ｓ）ｄｓ＋Ｍ

∫０
１

ｈ（ｓ）ｄｓ
．

则ＢＶＰ（１）至少有一个正解．

证明　对ｘ∈Ｋρ２，使得‖ｘ‖∈ρ２，由命题１的证明，

（Ｔｘ）（ｔ）≤ａ１∫０
１

ｓ（１－ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ），ｘ′（ｓ））ｄｓ＋β１‖ｘ‖≤
ａ１ｍ０ρ２
４ ∫０

１

ｈ（ｓ）ｄｓ＋β１‖ｘ‖ ＝

ｍ０ａ１
４∫０

１

ｈ（ｓ）ｄｓ＋β( )１ ‖ｘ‖ ＝‖ｘ‖，

（Ｔｘ）′（ｔ）≤ １
１－αη∫０

１

（１－ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ），ｘ′（ｓ））ｄｓ＋β２‖ｘ‖≤
ｍ０ρ２
１－αη∫０

１

（１－ｓ）ｈ（ｓ）ｄｓ＋β２‖ｘ‖≤

ｍ０
１－αη∫０

１

ｈ（ｓ）ｄｓ＋β( )２ ‖ｘ‖≤‖ｘ‖．
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所以

‖Ｔｘ‖≤‖ｘ‖，ｘ∈Ｋρ２∩Ｋ．

由引理２中的２）可知，ｉ（Ｔ，Ｋρ２∩Ｋ，Ｋ）＝１．

再由（Ｈ５）和命题２知，存在０＜ρ＜ｍｉｎ｛ｃ，ρ２｝，使得ｉ（Ｔ，Ｋρ∩Ｋ，Ｋ）＝０．根据不动点指数的性质，有

ｉ（Ｔ，Ｋρ２∩Ｋ＼（Ｋρ∩Ｋ），Ｋ）＝１．

所以，Ｔ在Ｋρ２∩Ｋ＼（Ｋρ∩Ｋ）中至少有一个不动点，即ＢＶＰ（１）至少有一个正解．证毕．
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