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摘　　　要：考虑带有退化工件、拒绝和不可用区间的两台恒速机排序问题，其中第一台机器上有一个固定
的不可用区间，每个工件的加工时间是它开始加工时间的简单的线性递增函数，一个工件可以通过支付惩罚而

被拒绝．目标是极小化接受工件的总完工时间与被拒绝工件的总惩罚之和．对于这个ＮＰ难问题，提出了一个全
多项式近似策略（ＦＰＴＡＳ）．
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０　引言

在大多数经典的排序问题中，假设工件的加工时间是常数．然而，在实际的生产过程中，当机器连续加

工工件时，可能会出现退化现象，即工件在排序中的开始加工时间越晚，它的实际加工时间越长，例如钢铁

生产、消防、资源分配等．ＪａｔｉｎｄｅｒＮ．Ｄ．Ｇｕｐｔａ和ＳｕｓｈｉｌＫ．Ｇｕｐｔａ［１］，Ｂｒｏｗｎｅ和 Ｙｅｃｈｉａｌｉ［２］分别提出了退化工

件的概念，工件ｊ的实际加工时间为ａｊ＋ｂｊｔ，ｂｊ＞０，ａｊ是工件 ｊ的基本加工时间，ｂｊ是退化率，ｔ是工件 ｊ的

开始加工时间，对于最大完工时间的问题，他们证明了工件按 ａｊ／ｂｊ不减顺序排序可以得到最优解．

Ｍｏｓｈｅｉｏｖ［３］研究了带有简单线性退化的单机排序问题，工件ｊ的实际加工时间为ｐｊ＝αｊｔ，αｊ是退化率，ｔ＞０

是工件ｊ的开始加工时间，目标函数分别为最大完工时间、流程时间、总延误、延误工件数等，证明了这些

问题都是多项式时间可解的．Ｂａｃｈｍａｎ等［４］研究了带有退化工件的单机排序问题，目标为极小化总加权完

工时间，证明了这个问题是ＮＰ难的．王吉波等［５］研究了具有恶化效应和可控加工时间的单机排序问题，

目标是确定工件的最优排序、最优资源分配和共同工期（松弛工期），使所有工件的排序费用（包括提前时

间、延误时间、共同工期（松弛工期））和资源的消耗费用的线性加权和最小，证明了此问题可以在多项式

时间内求解．Ｊｉ和Ｃｈｅｎｇ［６］研究了带有退化工件的平行机排序问题，目标为极小化总完工时间，对于这个

ＮＰ难问题，提出了一个ＦＰＴＡＳ．此后，带有退化工件的问题受到了越来越广泛的关注．

在大多数的排序问题中，通常假设所有工件都必须在机器上加工，然而在实际的生产过程中，由于资

源有限或考虑经济效益，决策者可能会选择这些工件中的一个子集来加工，而可能对未被加工的工件产生

一些惩罚，即拒绝惩罚．Ｂａｒｔａｌ等［７］首先提出了带有拒绝的排序问题，目标为极小化接受工件的最大完工

时间与拒绝工件的总惩罚之和．对于ｍ台平行机的情况，考虑离线问题：当ｍ固定时，提出了一个ＦＰＴＡＳ；

当ｍ任意时，提出了一个多项式时间近似策略（ＰＴＡＳ）．Ｚｈａｎｇ等［８］研究了带有拒绝的平行机排序问题，目

标为极小化总加权完工时间与拒绝工件总惩罚之和，给出了一个伪多项式时间的动态规划算法和一个

ＦＰＴＡＳ．Ｌｉ和Ｙｕａｎ［９］讨论了带有退化工件和拒绝的同速机排序问题，含３个目标函数，分别为接受工件的

最大完工时间与拒绝工件的总拒绝惩罚之和，接受工件的总加权完工时间与拒绝工件的总拒绝惩罚之和，
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以及接受工件的总完工时间与拒绝工件的总拒绝惩罚之和．对于前两个目标，当机器的数量固定时，分别

提出两个ＦＰＴＡＳ．对于后一个目标，当所有工件的退化率相同时，提出了时间复杂性为Ｏ（ｎ２）的动态规划

算法．Ｗｕ和Ｌｕｏ［１０］研究了带有退化工件和拒绝的恒速机排序问题，其中工件的加工时间是它开始加工时

间的简单的线性函数，目标是极小化接受工件的总完工时间与拒绝工件的总惩罚之和，给出了一

个ＦＰＴＡＳ．

在经典的排序问题中，经常假设机器一直可用．然而在许多实际情况中，由于机器发生故障或者维护

期间无法加工工件，即产生了机器的不可用区间．Ｊｉ等［１１］考虑了带有简单线性退化工件和不可用区间的

单机排序问题，目标分别是极小化最大完工时间和总完工时间，证明了这两个问题都是 ＮＰ难的，并且分

别提出伪多项式时间最优算法．此外，对于最大完工时间问题，提出一个 ＦＰＴＡＳ；对于总完工时间问题，提

出了一种启发式算法．Ｚｈａｏ和Ｔａｎｇ［１２］研究了带有退化工件和不可用区间的平行机排序问题，目标是极小

化总加权完工时间，提出了一个动态规划算法，对于其中一台机器上有一个不可用区间的特殊情况，给出

了一个ＦＰＴＡＳ．闫力君［１３］研究了带有退化工件、拒绝和不可用区间的两台同速机排序问题，其中工件的加

工时间为开始加工时间的简单的线性递增函数，目标为极小化接受工件的总加权完工时间与拒绝工件的

总惩罚之和，对于这个ＮＰ难问题，提出了一个ＦＰＴＡＳ．

笔者考虑带有退化工件、拒绝及第一台机器带有一个固定的不可用区间的两台恒速机排序问题，目标

是极小化接受工件的总完工时间与拒绝工件的总拒绝惩罚之和．对于这个 ＮＰ难问题，给出了一

个ＦＰＴＡＳ．

１　问题描述

有ｎ个独立的工件Ｊ１，Ｊ２，…，Ｊｎ和两台恒速机，其中第１台机器上有一个固定的不可用区间［Ｔ１，Ｔ２］，

所有的工件在ｔ０时刻可以加工，这里假设ｔ０＞０，因为当ｔ０＝０时，每个工件的完工时间都为０．机器在同一

时刻至多加工１个工件，１个工件在同一时刻只能在一台机器上加工，且不允许中断．工件 Ｊｊ的实际加工

时间为ｐｊ＝ｂｊｔ，ｂｊ和ｔ分别为工件Ｊｊ的退化率和开始加工时间．每个工件或者被接受或者被拒绝，被接受

的工件或者在第一台机器上加工（此时工件或者在Ｔ１之前加工，或者在Ｔ２之后加工），或者在第２台机器

上加工，被拒绝的工件需要支付拒绝惩罚ｅｊ．令Ｓ和珘Ｓ分别表示接受工件集和拒绝工件集，Ｍｉ表示第 ｉ台

机器，ｓｉ为机器Ｍｉ的加工速度，不失一般性，设ｓ１＝１，ｓ２＝ｓ．用三参数表示法表示为：

Ｑ１，ｈ１／ｐｊ＝ｂｊｔ，ｒｊ＝ｔ０，ｒｅｊ∑Ｓ
Ｃｊ＋∑珘Ｓ

ｅｊ．

２　修改目标函数

在排序π中，对于工件Ｊｊ，在机器Ｍ１上，令ｐ
１
［１，ｊ］表示在Ｔ１之前的加工时间，Ｃ

１
［１，ｊ］是其对应的完工时

间；ｐ２［１，ｊ］表示Ｔ２之后的加工时间，Ｃ
２
［１，ｊ］是其对应的完工时间；在机器Ｍ２上，令 ｐ［２，ｊ］表示工件 Ｊｊ的加工时

间，Ｃ［２，ｊ］表示其对应的完工时间．则Ｃ
１
［１，ｊ］、Ｃ

２
［１，ｊ］和Ｃ［２，ｊ］可以表示如下：

１）在机器Ｍ１上不可用区间Ｔ１之前工件的完工时间为：

Ｃ１［１，１］＝ｔ０＋ｐ
１
［１，１］＝ｔ０＋ｂ

１
［１，１］ｔ０＝ｔ０ １＋ｂ

１
［１，１( )］ ，

Ｃ１［１，２］＝Ｃ
１
［１，１］＋ｐ

１
［１，２］＝ｔ０ １＋ｂ

１
［１，１( )］ ＋ｂ

１
［１，２］ｔ０ １＋ｂ

１
［１，１( )］ ＝ｔ０∏

２
ｈ＝１ １＋ｂ

１
［１，ｈ( )］ ，

……

Ｃ１［１，ｊ］＝Ｃ
１
［１，ｊ－１］＋ｐ

１
［１，ｊ］＝Ｃ

１
［１，ｊ－１］＋ｂ

１
［１，ｊ］Ｃ

１
［１，ｊ－１］＝ １＋ｂ

１
［１，ｊ( )］ Ｃ

１
［１，ｊ－１］＝ｔ０∏

ｊ
ｈ＝１ １＋ｂ

１
［１，ｈ( )］ ，

……
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Ｃ１［１，Ｉ］＝ｔ０∏
Ｉ
ｈ＝１ １＋ｂ

１
［１，ｈ( )］ ．

所以，∑
Ｉ

ｊ＝１
Ｃ１［１，ｊ］ ＝∑

Ｉ

ｊ＝１
ｔ０∏ｊ

ｈ＝１ １＋ｂ
１
［１，ｈ

( )
］
．

２）在机器Ｍ１上不可用区间Ｔ２之后工件的完工时间为：

Ｃ２［１，１］ ＝Ｔ２＋ｐ
２
［１，１］ ＝Ｔ２＋ｂ

２
［１，１］Ｔ２ ＝Ｔ２（１＋ｂ

２
［１，１］），

Ｃ２［１，２］ ＝Ｃ
２
［１，１］＋ｐ

２
［１，２］ ＝Ｔ２ １＋ｂ２［１，１( )

］
＋ｂ２［１，２］Ｔ２ １＋ｂ２［１，１( )

］
＝Ｔ２∏２

ｈ＝１ １＋ｂ
２
［１，ｈ

( )
］
，

……

Ｃ２［１，ｊ］ ＝Ｃ
２
［１，ｊ－１］＋ｐ

２
［１，ｊ］ ＝Ｃ

２
［１，ｊ－１］＋ｂ

２
［１，ｊ］Ｃ

２
［１，ｊ－１］ ＝ １＋ｂ２［１，ｊ( )

］
Ｃ２［１，ｊ－１］ ＝Ｔ２∏ｊ

ｈ＝１ １＋ｂ
２
［１，ｈ

( )
］
，

……

Ｃ２［１，Ｉ］ ＝Ｔ２∏Ｉ

ｈ＝１ １＋ｂ
２
［１，ｈ

( )
］
．

故∑
Ｉ

ｊ＝１
Ｃ２［１，ｊ］ ＝∑

Ｉ

ｊ＝１
Ｔ２∏ｊ

ｈ＝１ １＋ｂ
２
［１，ｈ

( )
］
．

３）在机器Ｍ２上工件的完工时间为：

Ｃ［２，１］ ＝ｔ０＋ｐ［２，１］ ＝ｔ０＋ｂ［２，１］ｔ０／ｓ＝ｔ０ １＋ｂ［２，１］( )／ｓ，

Ｃ［２，２］ ＝Ｃ［２，１］＋ｐ［２，２］ ＝ｔ０ １＋ｂ［２，１］( )／ｓ＋ｂ［２，２］ｔ０ １＋ｂ［２，１］( )／ｓ／ｓ＝ｔ０∏２

ｈ＝１ １＋ｂ［２，ｈ］( )／ｓ，

……

Ｃ［２，ｊ］ ＝Ｃ［２，ｊ－１］＋ｐ［２，ｊ］ ＝Ｃ［２，ｊ－１］＋ｂ［２，ｊ］Ｃ［２，ｊ－１］ ＝ １＋ｂ［２，ｊ( )
］
Ｃ［２，ｊ－１］ ＝ｔ０∏ｊ

ｈ＝１ １＋ｂ［２，ｈ］( )／ｓ，

……

Ｃ［２，ｊ］ ＝ｔ０∏Ｉ

ｈ＝１ １＋ｂ［２，ｈ］( )／ｓ．

则∑
Ｉ

ｊ＝１
Ｃ［２，ｊ］ ＝∑

Ｉ

ｊ＝１
ｔ０∏ｊ

ｈ＝１ １＋ｂ［２，ｈ］( )／ｓ．

由于过程划分需要使用非负整数函数，故首先修改目标函数，类似于文献［１４］的方法，对于 ｊ∈

｛１，２，…，ｎ｝，假设ｔ０，Ｔ２，ｂｊ为整数，而１＋ｂｊ／ｓ都是有限小数，存在整数ｋ∈Ｎ
＋，使得１０ｋ（１＋ｂｊ／ｓ）∈Ｎ

＋及

１０ｋｅｊ∈Ｎ
＋．故１０ｎｋ∑

Ｉ

ｊ＝１
Ｃ１［１，ｊ］，１０

ｎｋ∑
Ｉ

ｊ＝１
Ｃ２［１，ｊ］，１０

ｎｋ∑
Ｉ

ｊ＝１
Ｃ［２，ｊ］和１０

ｎｋｅｊ可以被证明是整数．定义Ｋ＝１０
ｎｋ，目标函

数可以表示为Ｋ（∑Ｓ
Ｃｊ＋∑珘Ｓ

ｅｊ）．现在考虑的问题可以表示为：

Ｑ２，ｈ１／ｐｊ＝ｂｊｔ，ｒｊ＝ｔ０，ｒｅｊＫ（∑Ｓ
Ｃｊ＋∑珘Ｓ

ｅｊ）． （１）

３　ＦＰＴＡＳ

Ｊｉ和Ｃｈｅｎｇ［６］说明了Ｐｍ｜ｐｊ＝αｊｓｊ，ｒｊ＝ｔ０∑Ｃｊ是ＮＰ难的，因此问题（１）至少是ＮＰ难的．当不考
虑拒绝时，对于Ｐｍ｜ｐｊ＝αｊｓｊ，ｒｊ＝ｔ０∑Ｃｊ，每台机器上的工件按｛αｊ｝不减顺序排序是最优的．因此有以
下引理：

引理１　对于问题Ｑ２，ｈ１｜ｐｊ＝ｂｊｔ，ｒｊ＝ｔ０，ｒｅｊＫ（∑Ｓ
Ｃｊ＋∑珘Ｓ

ｅｊ），存在一个最优排序，即在不可用区

间前、后，及第２台机器上，分别按ｂｊ不减的顺序排序．

下面介绍变量ｘｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ），如果工件Ｊｊ在机器Ｍ１的Ｔ１之前加工，令ｘｊ＝１；如果工件Ｊｊ在机器

Ｍ１的Ｔ２之后加工，令ｘｊ＝２；如果工件Ｊｊ在机器Ｍ２上加工，令ｘｊ＝３；如果工件Ｊｊ被拒绝，令ｘｊ＝０．令Ｘ
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为所有向量ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）的集合，其中ｘｊ∈｛０，１，２，３｝，ｊ＝１，２，…，ｎ，下面定义Ｘ上的初始和递归

函数：

Ｃ１０（ｘ）＝ｔ０，Ｃ
２
０（ｘ）＝Ｔ２，Ｃ

３
０（ｘ）＝ｔ０，ｇ０（ｘ）＝０，ｆ０（ｘ）＝０．

如果Ｃ１ｊ（ｘ）≤Ｔ１，则工件Ｊｊ可以排在机器Ｍ１的Ｔ１之前加工，可以排在机器Ｍ１的Ｔ２之后加工，也可

以排在机器Ｍ２上加工．因此有：

Ｃｉｊ（ｘ）＝（１＋ｂｊ）Ｃ
ｉ
ｊ－１（ｘ），　　　ｘｊ＝ｉ，ｉ＝１，２；

ＣＩｊ（ｘ）＝Ｃ
Ｉ
ｊ－１（ｘ）， ｘｊ＝Ｉ，Ｉ≠ｉ；

Ｃ３ｊ（ｘ）＝（１＋ｂｊ／ｓ）Ｃ
３
ｊ－１（ｘ）， ｘｊ＝３；

Ｃ３ｊ（ｘ）＝Ｃ
３
ｊ－１（ｘ）， ｘｊ≠３；

ｆｊ（ｘ）＝１０
ｋｆｊ－１（ｘ）＋１０

ｊｋＣｉｊ（ｘ），　　ｘｊ＝ｉ，ｉ＝１，２，３；

ｆｊ（ｘ）＝１０
ｋｆｊ－１（ｘ）， ｘｊ＝Ｉ，Ｉ≠ｉ．

如果Ｃ１ｊ（ｘ）＞Ｔ１，则工件Ｊｊ只可以排在机器Ｍ１的Ｔ２之后加工，或排在机器Ｍ２上加工．所以有：

Ｃ２ｊ（ｘ）＝（１＋ｂｊ）Ｃ
２
ｊ－１（ｘ），　　　ｘｊ＝２；

Ｃ２ｊ（ｘ）＝Ｃ
２
ｊ－１（ｘ）， ｘｊ≠２；

Ｃ３ｊ（ｘ）＝（１＋ｂｊ／ｓ）Ｃ
３
ｊ－１（ｘ）， ｘｊ＝３；

Ｃ３ｊ（ｘ）＝Ｃ
３
ｊ－１（ｘ）， ｘｊ≠３；

ｆｊ（ｘ）＝１０
ｋｆｊ－１（ｘ）＋１０

ｊｋＣｉｊ（ｘ）， ｘｊ＝ｉ，ｉ＝２，３；

ｆｊ（ｘ）＝１０
ｋｆｊ－１（ｘ）， ｘｊ＝Ｉ，Ｉ≠ｉ．

如果工件Ｊｊ被拒绝，则有：

ｇｊ（ｘ）＝１０
ｊｋｇｊ－１（ｘ）＋１０

ｊｋｅｊ，ｘｊ＝０；

ｇｊ（ｘ）＝１０
ｋｇｊ－１（ｘ），ｘｊ≠０．

故目标函数可表示为Ｆ（ｘ）＝ｇｎ（ｘ）＋ｆｎ（ｘ）．其中Ｃ
１
ｊ（ｘ）和Ｃ

２
ｊ（ｘ）分别表示Ｊ１，Ｊ２，…，Ｊｊ中在机器Ｍ１上

排在Ｔ１之前和Ｔ２之后加工的工件的完工时间，Ｃ
３
ｊ（ｘ）表示Ｊ１，Ｊ２，…，Ｊｊ中排在机器Ｍ２上加工的工件的完

工时间，ｆｊ（ｘ）表示Ｊ１，Ｊ２，…，Ｊｊ中接受工件的总完工时间，ｇｊ（ｘ）表示Ｊ１，Ｊ２，…，Ｊｊ中被拒绝工件的总惩罚．

因此，问题（１）可以写成

ｍｉｎ｛Ｆ（ｘ）｜ｘ∈Ｘ｝．

下面介绍由Ｋｏｖａｌｙｏｖ和Ｋｕｂｉａｋ［１５］给出的过程划分（Ａ，ｈ，δ），ＡＸ，ｈ（ｘ）是Ｘ上的一个非负整数函

数，且０＜δ≤１，下面的描述给出划分（Ａ，ｈ，δ）的细节．

过程划分（Ａ，ｈ，δ）：

按ｘ（１），ｘ（２），…，ｘ（｜Ａ｜）顺序排列Ａ中的工件满足０≤ｈｘ（１( )） ≤ｈｘ（２( )） ≤…≤ｈｘ（｜Ａ｜( )） ，分配向量ｘ（１），

ｘ（２），…，ｘ（ｉ１）到集合Ａｈ１中，直到某一ｉ１被发现满足ｈｘ（ｉ１( )） ≤（１＋δ）ｈｘ（１( )） ，ｈｘ（ｉ１＋１( )） ＞（１＋δ）ｈｘ（１( )） ，

如果这样的ｉ１不存在，那么令Ａ
ｈ
１ ＝Ａ且停止．分配向量ｘ

（ｉ１＋１），ｘ（ｉ１＋２），…，ｘ（ｉ２）到集合Ａｈ２中，直到某一ｉ２被

发现满足ｈｘ（ｉ２( )） ≤（１＋δ）ｈｘ（ｉ１＋１( )） ，ｈｘ（ｉ２＋１( )） ＞（１＋δ）ｈｘ（ｉ１＋１( )） ，如果这样的ｉ２不存在，那么令Ａ
ｈ
２ ＝

Ａ＼Ａｈ１且停止．继续以上构造，直到存在某一ｋｈ，使得ｘ
（｜Ａ｜）包含在Ａｈｋｈ内．

以上过程划分（Ａ，ｈ，δ）需要Ｏ｜Ａ｜ｌｏｇ( )｜Ａ｜时间，下面的过程划分（Ａ，ｈ，δ）的主要性质将在ＦＰＴＡＳ

中使用．
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引理２［１５］　｜ｈ（ｘ）－ｈ（ｘ′）｜≤δｍｉｎ｛ｈ（ｘ），ｈ（ｘ′）｝，对于任意ｘ，ｘ′∈Ａｈｊ，ｊ＝１，２，…，ｋｈ．

引理３［１５］　ｋｈ≤ｌｏｇｈ（ｘ
｜Ａ｜）／δ＋２，这里ｈ（ｘ｜Ａ｜）≥１，０＜δ≤１．

引理４　 １＋ｘ( )ｎ
ｎ

≤１＋２ｘ，对于任意０＜ｘ≤１，ｎ∈Ｚ＋．

对于问题（１）的ＦＰＴＡＳ的正式描述在下面给出．

算法Ａε：

步骤一（初始化）　按｛ｂｊ｝不减的顺序排序工件，令Ｙ０ ＝｛（０，０，…，０）｝，Ｃ
ｉ
０ ＝０，ｆ０ ＝０，ｇ０ ＝０，ｉ＝

１，２，３，ｊ＝１．

步骤二（产生集合Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ）　对集合Ｙｊ－１中的每个向量的第ｊ个分量添加ｋ（ｋ＝０，１，２，３），产生

新的４个向量，来组成新的向量集Ｙ′ｊ，对于每个ｘ∈Ｙ′ｊ，计算如下：

如果Ｃ１ｊ（ｘ）≤Ｔ１，则：

Ｃｉｊ（ｘ）＝（１＋ｂｊ）Ｃ
ｉ
ｊ－１（ｘ），　　　ｘｊ＝ｉ，ｉ＝１，２；

ＣＩｊ（ｘ）＝Ｃ
Ｉ
ｊ－１（ｘ）， ｘｊ＝Ｉ，Ｉ≠ｉ；

Ｃ３ｊ（ｘ）＝（１＋ｂｊ／ｓ）Ｃ
３
ｊ－１（ｘ），　　　ｘｊ＝３；

Ｃ３ｊ（ｘ）＝Ｃ
３
ｊ－１（ｘ）， ｘｊ≠３；

ｆｊ（ｘ）＝１０
ｋｆｊ－１（ｘ）＋１０

ｊｋＣｉｊ（ｘ）， ｘｊ＝ｉ，ｉ＝１，２，３；

ｆｊ（ｘ）＝１０
ｋｆｊ－１（ｘ）， ｘｊ＝Ｉ，Ｉ≠ｉ．

如果Ｃ１ｊ（ｘ）＞Ｔ１，则：

Ｃ２ｊ（ｘ）＝（１＋ｂｊ）Ｃ
２
ｊ－１（ｘ），　　　ｘｊ＝２；

Ｃ２ｊ（ｘ）＝Ｃ
２
ｊ－１（ｘ）， ｘｊ≠２；

Ｃ３ｊ（ｘ）＝（１＋ｂｊ／ｓ）Ｃ
３
ｊ－１（ｘ）， ｘｊ＝３；

Ｃ３ｊ（ｘ）＝Ｃ
３
ｊ－１（ｘ）， ｘｊ≠３；

ｆｊ（ｘ）＝１０
ｋｆｊ－１（ｘ）＋１０

ｊｋＣｉｊ（ｘ）， ｘｊ＝ｉ，ｉ＝２，３；

ｆｊ（ｘ）＝１０
ｋｆｊ－１（ｘ）， ｘｊ＝Ｉ，Ｉ≠ｉ；

ｇｊ（ｘ）＝１０
ｋｇｊ－１（ｘ）＋１０

ｊｋｅｊ， ｘｊ＝０；

ｇｊ（ｘ）＝１０
ｋｇｊ－１（ｘ）， ｘｊ≠０；

Ｆ（ｘ）＝ｇｎ（ｘ）＋ｆｎ（ｘ）．

如果ｊ＝ｎ，那么令Ｙｎ ＝Ｙ′ｎ，并且转到步骤三．

如果ｊ＜ｎ，令δ＝ ε
２（ｎ＋１）．

将集合Ｙ′ｊ分割成不相交的子集Ｙ
Ｃｉ
１，Ｙ

Ｃｉ
２，…，Ｙ

Ｃｉ
ｋＣｉ，记为划分（Ｙ′ｊ，Ｃ

ｉ
ｊ，δ），ｉ＝１，２，３，将集合Ｙ′ｊ分割成不相

交的子集Ｙｆ１，Ｙ
ｆ
２，…，Ｙ

ｆ
ｋｆ，记为划分（Ｙ′ｊ，ｆｊ，δ），将集合Ｙ′ｊ分割成不相交的子集Ｙ

ｇ
１，Ｙ

ｇ
２，…，Ｙ

ｇ
ｋｇ，记为划分（Ｙ′ｊ，

ｇｊ，δ），将Ｙ′ｊ分割成不相交的子集：

Ｙｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ ＝Ｙ
ｃ１
ｃ１∩Ｙ

ｃ２
ｃ２∩Ｙ

ｃ３
ｃ３∩Ｙ

ｆ
ｄ∩Ｙ

ｇ
ｅ．

其中：ｃ１ ＝１，２，…，ｋＣ１；ｃ２ ＝１，２，…，ｋＣ２；ｃ３ ＝１，２，…，ｋＣ３；ｄ＝１，２，…，ｋｆ；ｅ＝１，２，…，ｋｇ．选择向量

ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）∈Ｙｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ≠满足ｇｊ（ｘ
（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ））＝ｍｉｎ｛ｇｊ（ｘ）｜ｘ∈Ｙｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ｝，令 Ｙｊ＝｛ｘ

（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）｜Ｙｃ１ｃ１∩

Ｙｃ２ｃ２∩Ｙ
ｃ３
ｃ３∩Ｙ

ｆ
ｄ∩Ｙ

ｇ
ｅ≠，ｃ１＝１，…，ｋｃｉ，ｄ＝１，…，ｋｆ，ｅ＝１，…，ｋｇ，ｉ＝１，２，３｝，并且令ｊ＝ｊ＋１，重复步骤二．
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步骤三（求解）　选择向量ｘ０∈Ｙｎ，满足

Ｆ（ｘ０）＝ｍｉｎ｛Ｆ（ｘ）｜ｘ∈Ｙｎ｝＝ｍｉｎ｛ｇｎ（ｘ）＋ｆｎ（ｘ）｜ｘ∈Ｙｎ｝．

令ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为问题（１）的最优解，令 ｘ［ｊ］＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｊ，０，…，０），１≤ ｊ≤ ｎ，对于

ｉ∈｛１，２｝和ｊ∈｛１，２，…，ｎ｝，定义ｅｍａｘ ＝ｍａｘ｛ｅｊ｝，Ｂｍａｘ ＝ｍａｘ｛１＋ｂｊ，１＋ｂｊ／ｓ｝，Ｌ＝ｌｏｇＢｍａｘ＋ｌｏｇｅｍａｘ＋

ｋｌｏｇ１０．有：

定理１　 对于问题（１），算法 Ａε在 Ｏ（ｎ
９Ｌ６／ε５）时间内找到一个解 ｘ０∈ Ｘ，使得 Ｆ（ｘ０）≤

（１＋ε）Ｆ（ｘ）．

证明　假设ｘ［ｊ］＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｊ，０，…，０）∈Ｙｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅＹ′ｊ，对于ｊ和ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ．通过Ａε的定

义，这样的ｊ总存在，例如ｊ＝１．算法Ａε可能不会选择ｘ
［ｊ］进行进一步构造，然而存在ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）被选择

替代它．由引理２，有：

Ｃｉｊ（ｘ［ｊ］）－Ｃ
ｉ
ｊ（ｘ

（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ））≤δＣｉｊ（ｘ［ｊ］），　ｉ＝１，２，３，

ｆｊ（ｘ［ｊ］）－ｆｊ（ｘ
（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ））≤δｆｊ（ｘ［ｊ］），

且 ｇｊ（ｘ［ｊ］）－ｇｊ（ｘ
（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ））≤δｇｊ（ｘ［ｊ］）成立．

令δ１ ＝δ，考虑

ｘ［ｊ＋１］＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｊ，ｘｊ＋１，０，…，０），

ｘ－（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ） ＝（ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）１ ，ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）２ ，…，ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）ｊ ，ｘｊ＋１，０，…，０）．

如果Ｃ１ｊ（ｘ）≤Ｔ１，则：

１）ｘｊ＝ｉ，ｉ＝１，２时，ｆｊ（ｘ）＝１０
ｋｆｊ－１（ｘ）＋１０

ｊｋＣｉｊ（ｘ），Ｃ
ｉ
ｊ（ｘ）＝（１＋ｂｊ）Ｃ

ｉ
ｊ－１（ｘ）；ｘｊ ＝Ｉ，Ｉ≠ ｉ时，

ｆｊ（ｘ）＝１０
ｋｆｊ－１（ｘ），

Ｃｉｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－Ｃ
ｉ
ｊ＋１（珓ｘ

（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）） ＝

（１＋ｂｊ＋１）Ｃ
ｉ
ｊ（ｘ［ｊ］）－（１＋ｂｊ＋１）Ｃ

ｉ
ｊ（ｘ

（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）） ＝

（１＋ｂｊ＋１）（Ｃ
ｉ
ｊ（ｘ［ｊ］）－Ｃ

ｉ
ｊ（ｘ

（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）））≤

（１＋ｂｊ＋１）·δ·Ｃ
ｉ
ｊ（ｘ［ｊ］）＝δ１Ｃ

ｉ
ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］），

ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－ｆｊ＋１（珓ｘ
（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）） ＝

１０ｋｆｊ（ｘ［ｊ］）＋１０
（ｊ＋１）ｋＣｉｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－１０

ｋｆｊ（ｘ
（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ））－１０（ｊ＋１）ｋＣｉｊ＋１（珓ｘ

（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ））≤

１０ｋ ｆｊ（ｘ［ｊ］）－ｆｊ（ｘ
（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ））＋１０（ｊ＋１）ｋ （Ｃｉｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－Ｃ

ｉ
ｊ＋１（珓ｘ

（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）））≤

１０ｋ·δ１·ｆｊ（ｘ［ｊ］）＋１０
（ｊ＋１）ｋ·δ１·Ｃ

ｉ
ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）＝

δ１（１０
ｋｆｊ（ｘ［ｊ］）＋１０

（ｊ＋１）ｋＣｉｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］））＝δ１ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］），

ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－ｆｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ＝ １０ｋｆｊ（ｘ［ｊ］）－１０
ｋｆｊ（ｘ

（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）） ＝

１０ｋ ｆｊ（ｘ［ｊ］）－ｆｊ（ｘ
（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ））≤１０ｋ·δ·ｆｊ（ｘ［ｊ］）＝δ１·ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）．

２）ｘｊ＝３时，ｆｊ（ｘ）＝１０
ｋｆｊ－１（ｘ）＋１０

ｊｋＣ３ｊ（ｘ），Ｃ
３
ｊ（ｘ）＝（１＋ｂｊ／ｓ）Ｃ

３
ｊ－１（ｘ）；ｘｊ＝ｉ，ｉ≠３时，ｆｊ（ｘ）＝

１０ｋｆｊ－１（ｘ），

Ｃ３ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－Ｃ
３
ｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ＝

（１＋ｂｊ＋１／ｓ）Ｃ
３
ｊ（ｘ［ｊ］）－（１＋ｂｊ＋１／ｓ）Ｃ

３
ｊ（ｘ

（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）） ＝

（１＋ｂｊ＋１／ｓ）Ｃ
３
ｊ（ｘ［ｊ］）－Ｃ

３
ｊ（ｘ

（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）））≤

（１＋ｂｊ＋１／ｓ）·δ·Ｃ
３
ｊ（ｘ［ｊ］）＝δ１Ｃ

３
ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］），
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ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－ｆｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ＝

１０ｋｆｊ（ｘ［ｊ］）＋１０
（ｊ＋１）ｋＣ３ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－１０

ｋｆｊ（ｘ
（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ））－１０（ｊ＋１）ｋＣ３ｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ≤

１０ｋ ｆｊ（ｘ［ｊ］）－ｆｊ（ｘ
（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ））＋１０（ｊ＋１）ｋ Ｃ３ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－Ｃ

３
ｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )( )） ≤

１０ｋ·δ１·ｆｊ（ｘ［ｊ］）＋１０
（ｊ＋１）ｋ·δ１·Ｃ

３
ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）＝

δ１（１０
ｋｆｊ（ｘ［ｊ］）＋１０

（ｊ＋１）ｋＣ３ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］））＝δ１ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］），

ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－ｆｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ＝ １０ｋｆｊ（ｘ［ｊ］）－１０
ｋｆｊ（ｘ

（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）） ＝

１０ｋ ｆｊ（ｘ［ｊ］）－ｆｊ（ｘ
（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ））≤１０ｋ·δ·ｆｊ（ｘ［ｊ］）＝δ１·ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）．

如果Ｃ１ｊ（ｘ）＞Ｔ１，则：

１）ｘｉ＝２时，ｆｊ（ｘ）＝１０
ｋｆｊ－１（ｘ）＋１０

ｊｋＣ２ｊ（ｘ），Ｃ
２
ｊ（ｘ）＝（１＋ｂｊ）Ｃ

２
ｊ－１（ｘ）；ｘｊ＝ｉ，ｉ≠ ２时，ｆｊ（ｘ）＝

１０ｋｆｊ－１（ｘ），

Ｃ２ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－Ｃ
２
ｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ＝

（１＋ｂｊ＋１）Ｃ
２
ｊ（ｘ［ｊ］）－（１＋ｂｊ＋１）Ｃ

２
ｊ（ｘ

（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）） ＝

（１＋ｂｊ＋１）Ｃ
２
ｊ（ｘ［ｊ］）－Ｃ

２
ｊ（ｘ

（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）））≤

（１＋ｂｊ＋１）·δ·Ｃ
２
ｊ（ｘ［ｊ］）＝δ１Ｃ

２
ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］），

ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－ｆｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ＝

１０ｋｆｊ（ｘ［ｊ］）＋１０
（ｊ＋１）ｋＣ２ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－１０

ｋｆｊ（ｘ
（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ））－１０（ｊ＋１）ｋＣ２ｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ≤

１０ｋ ｆｊ（ｘ［ｊ］）－ｆｊ（ｘ
（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ））＋１０（ｊ＋１）ｋ Ｃ２ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－Ｃ

２
ｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )( )） ≤

１０ｋ·δ１·ｆｊ（ｘ［ｊ］）＋１０
（ｊ＋１）ｋ·δ１·Ｃ

２
ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）＝

δ１（１０
ｋｆｊ（ｘ［ｊ］）＋１０

（ｊ＋１）ｋＣ２ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］））＝δ１ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］），

ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－ｆｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ＝ １０ｋｆｊ（ｘ［ｊ］）－１０
ｋｆｊ（ｘ

（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）） ＝

１０ｋ ｆｊ（ｘ［ｊ］）－ｆｊ（ｘ
（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ））≤１０ｋ·δ·ｆｊ（ｘ［ｊ］）＝δ１·ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）．

２）ｘｊ＝３时，ｆｊ（ｘ）＝１０
ｋｆｊ－１（ｘ）＋１０

ｊｋＣ３ｊ（ｘ），Ｃ
３
ｊ（ｘ）＝（１＋ｂｊ／ｓ）Ｃ

３
ｊ－１（ｘ）；ｘｊ＝ｉ，ｉ≠３时，ｆｊ（ｘ）＝

１０ｋｆｊ－１（ｘ），

Ｃ３ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－Ｃ
３
ｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ＝

（１＋ｂｊ＋１／ｓ）Ｃ
３
ｊ（ｘ［ｊ］）－（１＋ｂｊ＋１／ｓ）Ｃ

３
ｊ（ｘ

（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）） ＝

（１＋ｂｊ＋１／ｓ）Ｃ
３
ｊ（ｘ［ｊ］）－Ｃ

３
ｊ（ｘ

（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）））≤

（１＋ｂｊ＋１／ｓ）·δ·Ｃ
３
ｊ（ｘ［ｊ］）＝δ１Ｃ

３
ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］），

ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－ｆｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ＝

１０ｋｆｊ（ｘ［ｊ］）＋１０
（ｊ＋１）ｋＣ３ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－１０

ｋｆｊ（ｘ
（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ））－１０（ｊ＋１）ｋＣ３ｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ≤

１０ｋ ｆｊ（ｘ［ｊ］）－ｆｊ（ｘ
（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ））＋１０（ｊ＋１）ｋ Ｃ３ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－Ｃ

３
ｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )( )） ≤

１０ｋ·δ１·ｆｊ（ｘ［ｊ］）＋１０
（ｊ＋１）ｋ·δ１·Ｃ

３
ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）＝

δ１（１０
ｋｆｊ（ｘ［ｊ］）＋１０

（ｊ＋１）ｋＣ３ｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］））＝δ１ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］），

ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－ｆｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ＝ １０ｋｆｊ（ｘ［ｊ］）－１０
ｋｆｊ（ｘ

（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）） ＝

１０ｋ ｆｊ（ｘ［ｊ］）－ｆｊ（ｘ
（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ））≤１０ｋ·δ·ｆｊ（ｘ［ｊ］）＝δ１·ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）．

对于ｘｊ＋１ ＝０，有
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ｇｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－ｇｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ＝

１０ｋｇｊ（ｘ［ｊ］）＋１０
（ｊ＋１）ｋｅｊ＋１－１０

ｋｇｊｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） －１０（ｊ＋１）ｋｅｊ＋１ ＝

１０ｋｇｊ（ｘ［ｊ］）－１０
ｋｇｊｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ≤δ１０ｋｇｊ（ｘ［ｊ］）≤

δ１（１０
ｋｇｊ（ｘ［ｊ］）＋１０

（ｊ＋１）ｋｅｊ＋１）＝δ１ｇｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）；

对于ｘｊ＋１≠０，有

ｇｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－ｇｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ＝

１０ｋｇｊ（ｘ［ｊ］）－１０
ｋｇｊｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ≤

δ１０ｋｇｊ（ｘ［ｊ］）＝δ１ｇｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）．

因此，有：

ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－ｆｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ≤δ１ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）， （２）

ｇｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－ｇｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ≤δ１ｇｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）． （３）

也就是：

ｆｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ≤（１＋δ１）ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）， （４）

ｇｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ≤（１＋δ１）ｇｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）． （５）

假设珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ）∈Ｙａ１，ａ２，ａ３，ｂ，ｃＹ′ｊ＋１，且算法Ａε在第ｊ＋１次迭代中选出向量ｘ
（ａ１，ａ２，ａ３，ｂ，ｃ）∈Ｙａ１，ａ２，ａ３，ｂ，ｃ替

代 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ），那么通过式（４）、式（５），有：

ｆｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） －ｆｊ＋１ ｘ（ａ１，ａ２，ａ３，ｂ，ｃ( )） ≤δｆｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ≤δ（１＋δ１）ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）， （６）

ｇｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） －ｇｊ＋１ ｘ（ａ１，ａ２，ａ３，ｂ，ｃ( )） ≤δｇｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ≤δ（１＋δ１）ｇｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）． （７）

通过式（２）和式（６），有：

ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－ｆｊ＋１ ｘ（ａ１，ａ２，ａ３，ｂ，ｃ( )） ≤

ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－ｆｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） ＋ ｆｊ＋１ 珓ｘ（ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ，ｅ( )） －ｆｊ＋１ ｘ（ａ１，ａ２，ａ３，ｂ，ｃ( )） ≤

δ１ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）＋δ（１＋δ１）ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）＝

（δ＋δ１（１＋δ））ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）．

类似地，有：

ｇｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－ｇｊ＋１ ｘ（ａ１，ａ２，ａ３，ｂ，ｃ( )） ≤（δ＋δ１（１＋δ））ｇｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）．

令δｋ ＝δ＋δｋ－１（１＋δ），ｋ＝２，３，…，ｎ－ｊ＋１，有：

ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－ｆｊ＋１ ｘ（ａ１，ａ２，ａ３，ｂ，ｃ( )） ≤δ２ｆｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］），

ｇｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）－ｇｊ＋１ ｘ（ａ１，ａ２，ａ３，ｂ，ｃ( )） ≤δ２ｇｊ＋１（ｘ［ｊ＋１］）．

对ｊ＋２，ｊ＋３，…，ｎ重复论证，有ｘ′∈Ｙｎ，使得：

ｆｎ（ｘ′）－ｆｎ（ｘ）≤δｎ－ｊ＋１ｆｎ（ｘ
），

ｇｎ（ｘ′）－ｇｎ（ｘ）≤δｎ－ｊ＋１ｇｎ（ｘ
）．

又通过引理４，有

δｎ－ｊ＋１≤δ∑
ｎ－１

ｊ＝１
（１＋δ）ｊ＝（１＋δ）ｎ－１≤（１＋δ）ｎ＋１－１＝

１＋ ε
２（ｎ＋１( )）

ｎ＋１
－１≤ １＋２×ε( )２ －１＝ε．
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因此，可以得到：

ｆｎ（ｘ′）≤（１＋δｎ－ｊ＋１）ｆｎ（ｘ）≤（１＋ε）ｆｎ（ｘ），

ｇｎ（ｘ′）≤（１＋δｎ－ｊ＋１）ｇｎ（ｘ）≤（１＋ε）ｇｎ（ｘ）．

综上所述，有

Ｆ（ｘ′）＝ｇｎ（ｘ′）＋ｆｎ（ｘ′）≤（１＋ε）Ｆ（ｘ）．

因此，在算法Ａε的第三步中，向量ｘ
０被选择满足Ｆ（ｘ０）≤（ｘ′）≤（１＋ε）Ｆ（ｘ）．

算法Ａε的时间复杂性可以通过步骤二中的过程划分的第 ｊ次迭代来确定，过程划分需要

Ｏ（Ｙ′ｊｌｏｇＹ′ｊ）时间完成，为了估计 Ｙ′ｊ，由 Ｙ′ｊ＋１ ≤４Ｙｊ≤４ｋＣ１ｋＣ２ｋＣ３ｋｆｋｇ，通过引理３，有：

ｋＣ１≤２（ｎ＋１）ｌｏｇ（Ｔ１）／ε＋２≤２ｎＬ／ε＋２，

ｋＣ２≤２（ｎ＋１）ｌｏｇ（Ｔ２（Ｂｍａｘ）
ｎ）／ε＋２≤２ｎ２Ｌ／ε＋２，

ｋＣ３≤２（ｎ＋１）ｌｏｇ（ｔ０（Ｂｍａｘ）
ｎ）／ε＋２≤２ｎ２Ｌ／ε＋２，

ｋｆ≤２（ｎ＋１）ｌｏｇ（１０
ｎｋｔ０ｎ（Ｂｍａｘ）

ｎ）／ε＋２≤２ｎ２Ｌ／ε＋２，

ｋｇ≤２（ｎ＋１）ｌｏｇ（１０
ｎｋｎｅｍａｘ）／ε＋２≤２ｎＬ／ε＋２．

因此 Ｙ′ｊ ＝Ｏ（ｎ
８Ｌ５／ε５），Ｏ（Ｙ′ｊｌｏｇＹ′ｊ）＝Ｏ（ｎ

８Ｌ６／ε５），有至多 ｎ次迭代．因此，算法 Ａε在

Ｏ（ｎ９Ｌ６／ε５）时间内运行．证毕．

４　结论

笔者研究的是带有退化工件、拒绝和一个固定的不可用区间的两台恒速机排序问题．目标是极小化接

受工件的总完工时间与拒绝工件的总惩罚之和．首先根据 Ｋｏｖａｌｙｏｖ和 Ｋｕｂｉａｋ［１５］提出的过程划分的要求，

对目标函数进行了修改，然后说明该问题是 ＮＰ难的，进而利用过程划分的方法给出了一个 ＦＰＴＡＳ，最后

确定了其时间复杂性为Ｏ（ｎ９Ｌ６／ε５）．由于机器带有不可用区间以及拒绝惩罚同时存在的现象很普遍，因

此，进一步研究机器带有不可用区间以及拒绝惩罚的排序问题具有广泛的应用价值和实际意义．对于具有

其他退化效应的函数问题以及机器具有不可用区间的其他种类机器的排序问题，还有待进一步研究．
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