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摘　　　要：通过引入正则变量得到方程的多辛哈密尔顿系统的形式，然后在时空方向均用辛 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ
方法离散，构造了方程的多辛Ｐｒｅｉｓｓｍａｎ格式，最后用数值实验验证了该格式具有长时间的数值稳定性．
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０　引言

非线性Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程在量子力学等领域有重要应用，近几十年来，科研工作者对此类方程在数值

求解方面做了许多研究［１－７］．笔者将讨论一类更广泛的含五次非线性项的 Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程 （简称 ＱＮＬＳ

方程）

ｉｕｔ＋ｕｘｘ－（｜ｕ｜
２＋｜ｕ｜４）ｕ＝ｆ（ｘ，ｔ）ｕ

的初值问题的多辛算法．为此，先通过引入正则变量把此方程转化成多辛形式的方程组，再把得到的多辛

方程组分别在时间方向和空间方向用二阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法离散，可以得到其多辛Ｐｒｅｉｓｓｍａｎ格式，最后用

数值实验验证了此格式具有较好的精度，且能保持长时间的稳定性．

１　ＮＬＳ方程的多辛方程组及其守恒律

考虑如下含五次非线性项的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程的初边值问题：

ｉｕｔ＋ｕｘｘ－（｜ｕ｜
２＋｜ｕ｜４）ｕ＝ｆ（ｘ，ｔ）ｕ，（－Ｌ≤ｘ≤Ｌ，ｔ＞０）， （１）

ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ），ｕ（－Ｌ，ｔ）＝ｕ（Ｌ，ｔ）＝０． （２）

其中，ｕ（ｘ，ｔ）是复函数，ｆ（ｘ，ｔ）是实函数，ｉ２＝－１．

为构造（１）的多辛方程组，令 ｕ（ｘ，ｔ）＝ａ（ｘ，ｔ）＋ｉｂ（ｘ，ｔ），其中 ａ（ｘ，ｔ）、ｂ（ｘ，ｔ）均为实函数，代入式

（１），并将虚部和实部分开，可得如下方程组：

ａｔ＋ｂｘｘ＝（ａ
２＋ｂ２）（１＋ａ２＋ｂ２）ｂ＋ｂｆ，

－ｂｔ＋ａｘｘ＝（ａ
２＋ｂ２）（１＋ａ２＋ｂ２）ａ＋ }ａｆ．

（３）

引入正则变量ａｘ＝ｐ，ｂｘ＝－ｑ，代入式（３）可得多辛方程组：

ａｔ－ｑｘ＝（ａ
２＋ｂ２）（１＋ａ２＋ｂ２）ｂ＋ｂｆ，

－ｂｔ＋ｐｘ＝（ａ
２＋ｂ２）（１＋ａ２＋ｂ２）ａ＋ａｆ，

－ａｘ＝－ｐ，

ｂｘ＝－













ｑ．

（４）
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０ １ ０ ０

，

则式（４）为

Ｍｚｔ＋Ｋｚｘ＝ ｚＳ（ｚ）． （５）

其中，Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为

Ｓ（ｚ）＝１４（ａ
２＋ｂ２）２＋１６（ａ

２＋ｂ２）３＋（ａ＋ｂ）ｆ－１２（ｐ
２＋ｑ２）． （６）

多辛方程组（５）相应的多辛守恒律为


ｔ
（－ｄａ∧ｄｂ）＋ｘ

（ｄａ∧ｄｐ－ｄｂ∧ｄｑ）＝０． （７）

局部能量守恒律为


ｔ
１
４（ａ

２＋ｂ２）２＋１６（ａ
２＋ｂ２）３＋（ａ＋ｂ）ｆ－１２ａｐｘ＋

１
２ｂｑ[ ]ｘ ＋


ｘ
１
２（ａｐｔ＋ｑｂｔ－ｂｑｔ－ｐａｔ[ ]） ＝０． （８）

局部动量守恒律为


ｔ
１
２ａｑ＋

１
２( )ｂｐ＋ｘ １４（ａ２＋ｂ２）２＋１６（ａ２＋ｂ２）３＋（ａ＋ｂ）ｆ－１２（ｐ２＋ｑ２）＋１２（ａｂｔ－ｂａｔ[ ]） ＝０．（９）

定理１　如果对方程（１）的多辛方程组（４）在时间和空间方向分别用 ｓ级和 ｒ级的 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法

离散，且这些格式的系数分别满足条件ｃｎｍｇｎ＋ｃｍｎｇｍ－ｇｎｇｍ＝０和珋ｃｉｊ珔ｇｊ＋珋ｃｉｊ珔ｇｉ－珔ｇｉ珔ｇｊ＝０，则得到的格式为多

辛格式．特别地，当ｒ＝ｓ＝１时，满足条件ｃｎｍｇｎ＋ｃｍｎｇｍ－ｇｎｇｍ＝０和珋ｃｉｊ珔ｇｊ＋珋ｃｉｊ珔ｇｉ－珔ｇｉ珔ｇｊ＝０的格式为Ｅｕｌｅｒ中

点格式：

１
τ
Ｍ ｚｎ＋１ｌ＋１２ －ｚ

ｎ
ｌ＋( )１
２
＋１ｈＫｚ

ｎ＋１２
ｌ＋１ －ｚ

ｎ＋１２( )ｌ ＝ ｚＳｚ
ｎ＋１２
ｌ＋

( )１
２
． （１０）

把此格式应用于ＱＮＬＳ方程的多辛方程组（４），得到如下格式：

１
τ
ａｎ＋１ｌ＋１２ －ａ

ｎ
ｌ＋( )１
２
－１ｈ ｑ

ｎ＋１２
ｌ＋１ －ｑ

ｎ＋１２( )ｌ ＝

ａｎ＋
１
２

ｌ＋
( )１

２

２＋ ｂｎ＋
１
２

ｌ＋
( )１

２
[ ]２ ｂｎ＋

１
２

ｌ＋１２
＋ ａｎ＋

１
２

ｌ＋
( )１

２

２＋ ｂｎ＋
１
２

ｌ＋
( )１

２
[ ]２ ２ｂｎ＋

１
２

ｌ＋１２
＋ｂｎ＋

１
２

ｌ＋１２
ｆｎ＋

１
２

ｌ＋１２
， （１１）

－１
τ
ｂｎ＋１ｌ＋１２ －ｂ

ｎ
ｌ＋( )１
２
－１ｈ ｐ

ｎ＋１２
ｌ＋１ －ｐ

ｎ＋１２( )ｌ ＝

ａｎ＋
１
２

ｌ＋
( )１

２

２＋ ｂｎ＋
１
２

ｌ＋
( )１

２
[ ]２ ａｎ＋

１
２

ｌ＋１２
＋ ａｎ＋

１
２

ｌ＋
( )１

２

２＋ ｂｎ＋
１
２

ｌ＋
( )１

２
[ ]２ ２ａｎ＋

１
２

ｌ＋１２
＋ａｎ＋

１
２

ｌ＋１２
ｆｎ＋

１
２

ｌ＋１２
， （１２）

－１ｈ ａ
ｎ＋１２
ｌ＋１ －ａ

ｎ＋１２( )ｌ ＝－ｐｎ＋
１
２

ｌ＋１２
，　１ｈ ｂ

ｎ＋１２
ｌ＋１ －ｂ

ｎ＋１２( )ｌ ＝－ｑｎ＋
１
２

ｌ＋１２
． （１３）

在式（１１）～（１３）中消去中间变量ｐ，ｑ，得

ｉ
τ
ｕｎ＋１ｌ＋１２ －ｕ

ｎ
ｌ＋１２
＋ｕｎ＋１ｌ－１２ －ｕ

ｎ
ｌ－( )１
２
＋２
ｈ２
ｕｎ＋

１
２

ｌ＋１ －２ｕ
ｎ＋１２
ｌ ＋ｕｎ＋

１
２

ｌ( )－１ ＝

ｕｎ＋
１
２

ｌ＋１２

２＋ ｕｎ＋
１
２

ｌ＋１２
( )４ ｕｎ＋

１
２

ｌ＋１２
＋ ｕｎ＋

１
２

ｌ－１２

２＋ ｕｎ＋
１
２

ｌ－１２
( )４ ｕｎ＋１２ｌ－１２

＋ｆｎ＋
１
２

ｌ＋１２
ｕｎ＋

１
２

ｌ＋１２
＋ｆｎ＋

１
２

ｌ－１２
ｕｎ＋

１
２

ｌ－１２
． （１４）

式（１４）为本文的多辛Ｐｒｅｉｓｓｍａｎ格式．
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２　数值实验

本节用一个具体算例来考查多辛Ｐｒｅｉｓｓｍａｎ格式的数值模拟能力．为此，在ＱＮＬＳ方程（１）～（２）中取

ｆ（ｘ，ｔ）＝４（ｘ－２ｔ）２－ｅｘｐ［－２（ｘ－２ｔ）２］－ｅｘｐ［－４（ｘ－２ｔ）２］，ｕ０（ｘ）＝ｅｘｐ（－ｘ
２＋ｉｘ），

此时ＱＮＬＳ方程（１）～（２）有解析解：ｕ（ｘ，ｔ）＝ｅｘｐ［（ｘ＋２ｔ）２＋ｉ（ｘ－３ｔ）］．

取空间方向的计算区间为［－１５，１５］，固定空间步长ｈ＝０．１，分析不同时间步长τ＝０．０１和τ＝０．００１

两种情况．用多辛Ｐｒｅｉｓｓｍａｎ格式（１４）模拟到ｔｎ＝１．０．表１列出了 τ在上述两种取法下的数值解和真解

在几个时刻的最大误差和平方模误差的比较．
表１　数值解在不同时间步长下模拟得到的误差

ｔｎ
τ＝０．０１

ｅｎ ２ ｅｎ ∞

τ＝０．００１

ｅｎ ２ ｅｎ ∞

０．１ ０．０１３９ ０．０２８５ ７．８３７２Ｅ－５ ０．００２１

０．２ ０．０１２６ ０．０２９９ １．８９２０Ｅ－４ ０．００３１

０．３ ０．０１２７ ０．０３１８ ３．６１５１Ｅ－４ ０．００４６

０．４ ０．０１３６ ０．０３３０ ５．６１１０Ｅ－４ ０．００６１

０．５ ０．０１４８ ０．０３３５ ８．５４８４Ｅ－４ ０．００８４

０．６ ０．０１５８ ０．０３３７ １．２８５７Ｅ－３ ０．０１１５

０．７ ０．０１６３ ０．０３３８ １．８０５２Ｅ－３ ０．０１４５

０．８ ０．０１６０ ０．０３３６ ２．２７５８Ｅ－３ ０．０１６１

０．９ ０．０１５１ ０．０３３７ ２．５９６６Ｅ－３ ０．０１６２

１．０ ０．０１３６ ０．０３１７ ２．８５５５Ｅ－３ ０．０１５８

图１　τ＝０．００１，ｈ＝０．１时｜ｕ｜的模拟图

　　从表１可以看出，当时间步长τ取０．０１时，误

差精度保持在１０－２左右．如果把时间步长取得更

小一些，当取τ＝０．００１时，数值解可以更好地逼近

真解值．

下面给出格式（１４）在初始条件 ｆ（ｘ，ｔ）＝０时

的模拟图．

从图１可以看出，当ｘ从坐标１５０向两边延伸

时，｜ｕ｜→０，且在１００～２００之间出现了孤立波峰，

波峰值控制在０～１，此模拟图基本上接近｜ｕ｜的真

解图．

图２、３也能更好地模拟出 ｕ的实部、ｕ的虚

部、ｕ在ｔ＝０，０．５，１时刻的图形，并且模拟图在计算１０００步后仍能保持原孤立波的波形不变．这表明笔

者所构造的多辛Ｐｒｅｉｓｓｍａｎ格式是有效的，适用于长时间的数值行为．

３　结论

从数值实验可以看出，笔者构造的多辛Ｐｒｅｉｓｓｍａｎ格式能够保持长时间的稳定性，即在计算了很多步

后仍能保持误差基本不变．另外，由于讨论的方程含有变系数项ｆ（ｘ，ｔ）ｕ，故在每一层迭代的时候都需要求

解一个变系数的矩阵，这样会耗用较多的计算时间．但笔者构造的格式是两层隐格式，与三层隐格式相比，

降低了迭代的难度，从而也大大节省了计算机的运行时间．
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图２　ｕ的实部和虚部随时间演化的图形

图３　τ＝０．００１，ｈ＝０．１时，｜ｕ｜在不同时刻的模拟图
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