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求解复对称线性方程组的两参数修正 ＨＳＳ方法
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摘　　　要：基于修正的ＨＳＳ（ＭＨＳＳ）迭代方法，运用双参数加速技术去求解大型稀疏复对称线性方程组，
从两个方面证明了该方法的收敛性并且在理论中给出了最优的参数选择，数值实验验证了该方法的有效性．将
两个例子与ＭＨＳＳ迭代方法进行比较，表明该方法在收敛速度和稳定性上都优于 ＭＨＳＳ方法，对于提高计算效
率和解决实际问题具有重要意义，为求解大规模稀疏复对称线性方程组提供了一种新的思路．
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０　引言

考虑如下复对称线性方程组的迭代解：

Ａｘ＝ｂ，Ａ∈Ｃｎ×ｎ，ｘ，ｂ∈Ｃｎ． （１）
其中Ａ∈Ｃｎ×ｎ是以下形式的复对称矩阵

Ａ＝Ｗ＋ｉＴ． （２）

Ｗ，Ｔ∈Ｒｎ×ｎ是实对称矩阵并且最少有一个是半正定矩阵， 槡ｉ＝ －１表示虚单位，有关这类问题的更多详细
信息，参考文献［１］，［２］９３－１１１，［３－４］．

复对称矩阵Ａ∈Ｃｎ×ｎ的Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ和反Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ的部分有

Ｈ＝１２（Ａ＋Ａ
）＝Ｗ，　Ｓ＝１２（Ａ－Ａ

）＝ｉＴ． （３）

因此，当Ｗ是对称正定矩阵时，Ａ是一个非 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ的复矩阵，并且是正定矩阵．这里的 Ａ表示矩
阵Ａ的共轭转置．基于Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ和反Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ分裂（ＨＳＳ）

Ａ＝Ｈ＋Ｓ． （４）
在复矩阵Ａ中，可以直接用Ｂａｉ等［５］６０３－６２９引入的ＨＳＳ迭代方法来计算复对称线性方程组（１）和（２）

的近似解．通过利用系数矩阵Ａ∈Ｃｎ×ｎ的特殊结构，Ｂａｉ等在文献［２］９５－９９中提出了一种修正的ＨＳＳ（ＭＨＳＳ）
迭代方法，该方法求解复对称线性方程组（１）和（２）比ＨＳＳ迭代方法有效得多．

算法１　（ＭＨＳＳ迭代法）［２］９８

步骤１　选取初始向量ｘ（０）∈Ｃｎ．
步骤２　对于ｋ＝０，１，２，…直到迭代序列｛ｘ（ｋ）｝∞ｋ＝０Ｃ

ｎ收敛，根据以下算法计算下一个迭代ｘ（ｋ＋１）：

（αＩ＋Ｗ）ｘｋ＋( )１２ ＝（αＩ－ｉＴ）ｘ（ｋ）＋ｂ，

（αＩ＋Ｔ）ｘ（ｋ＋１）＝（αＩ＋ｉＷ）ｘｋ＋( )１２ －ｉ }ｂ． （５）

式中α表示给定的正常数，Ｉ表示单位矩阵．
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由于Ｗ∈Ｒｎ×ｎ是对称正定矩阵，Ｔ∈Ｒｎ×ｎ是对称半正定矩阵，α∈Ｒ是正数，矩阵αＩ＋Ｗ和αＩ＋Ｔ都是

对称正定矩阵，因此，ＭＨＳＳ迭代法的每个步骤所涉及的两个线性子方程组都可以用多种实数计算的方法

去有效地求解，比如精确的 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解和非精确的 ＣＧ方法或者多重网格方法．这与 ＨＳＳ迭代方法不

同，在ＨＳＳ迭代方法中，每个迭代步骤都需要求解系数矩阵αＩ＋ｉＴ的移位反 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ线性子方程组，见

文献［５］６０３－６１２，［６］４１３－４４０．如果使用稀疏的三角分解来求解每一步所涉及的线性子方程组，ＭＨＳＳ迭代方法需

要的储存空间可能比ＨＳＳ迭代方法少得多，因为只需要计算和储存２个三角因子，而不是３个．有关更多

信息，请参阅文献［２］９３－１１１，［５］６０３－６１９，［６］４２３－４２９．文献［２］９３－１１１表明，对于任何初始猜测点，ＭＨＳＳ迭代方法收敛到

复对称线性方程组（１）（２）的唯一解，其渐进收敛率

σ（α）＝ｍａｘλｊ∈ｓｐ（Ｗ）
α２＋λ２槡 ｊ

α＋λｊ
·ｍａｘμｊ∈ｓｐ（Ｔ）

α２＋μ２槡 ｊ

α＋μｊ
≤ｍａｘλｊ∈ｓｐ（Ｗ）

α２＋λ２槡 ｊ

α＋λｊ
＜１，α＞０． （６）

式中ｓｐ（Ｗ）和ｓｐ（Ｔ）表示矩阵Ｗ和Ｔ的谱．注意，这个边界仅取决于对称正定矩阵Ｗ和对称正定矩阵Ｔ

的特征值．特别当α ＝ γｍｉｎγ槡 ｍａｘ时（其中γｍｉｎ和γｍａｘ是矩阵Ｗ和Ｔ的最小和最大特征值），有

σ（α）≤
κ２（Ｗ）槡 ＋１
κ２（Ｗ槡 ）＋１

． （７）

这里的κ２（·）用于表示相应矩阵的谱条件数．

然而，使用上述迭代方法直接求解线性方程组（１），涉及了复杂的计算，并增加了计算量．为了更好地

提高数值性能，线性方程组（１）可以重新表达．设ｘ＝ｙ＋ｉｚ，ｂ＝ｐ＋ｉｑ，其中向量ｙ，ｚ，ｐ，ｑ∈ＲＮ．然后，复线性

方程组（１）可以等价地表达为以下二乘二块结构：

Ａｘ＝
Ｗ －Ｔ[ ]Ｔ Ｗ [ ]ｙｚ＝ｂ． （８）

线性方程组（８）也可以表达为广义鞍点问题的特定情况．目前，已经有许多迭代方法用于处理块二乘

二块线性方程组［７］，该方法包括类ＳＯＲ的迭代方法［８－１０］、类 ＨＳＳ方法［１１－１３］、预处理的 Ｋｒｙｌｏｖ子空间方

法［１４－１５］、Ｃ到Ｒ迭代方法［１６－１７］等．有关更多的迭代方法详情，请参阅文献［１８］．

１　ＴＭＨＳＳ迭代方法

在本节中，将建立ＭＨＳＳ实值迭代方法的新版本．通过在 ＭＨＳＳ上应用双参数加速技术，推导一种新

的迭代方法．新方法被定义为双参数ＭＨＳＳ（ＴＭＨＳＳ）实值迭代方法，或缩写为ＴＭＨＳＳ迭代方法．设α，β＞

０，线性方程组（８）可以作为两个等式方程组呈现：

αＩ＋Ｗ ０
０ αＩ＋[ ]Ｗ [ ]ｙｚ＝ αＩ Ｔ

－Ｔ α[ ]Ｉ[ ]ｙｚ＋[ ]ｐｑ （９）

和

βＩ＋Ｔ ０
０ βＩ＋[ ]Ｔ [ ]ｙｚ＝ β

Ｉ －Ｗ
Ｗ β[ ]Ｉ [ ]ｙｚ＋

ｐ
－[ ]ｑ． （１０）

显然，如果选择α＝β，ＴＭＨＳＳ迭代方法会简化成ＭＨＳＳ迭代方法．此外，可以选择适当的参数α和β，

以实现比ＭＨＳＳ迭代方法更高的计算效率，两个数值实验也验证了新方法的性能．通过上述拆分方程组，

可以推导出ＴＭＨＳＳ迭代方法来解决线性方程组（８）．接下来，将介绍ＴＭＨＳＳ实值迭代方法：

算法２（ＴＭＨＳＳ实值迭代方法）

步骤１　选择初始向量｛ｙ（０）Ｔ，ｚ（０）Ｔ｝Ｔ∈ＲＮ．

步骤２　对ｋ＝０，１，２…直到迭代矩阵｛ｙ（０）Ｔ，ｚ（０）Ｔ｝∞ｋ＝０Ｒ
２Ｎ收敛．

设α和β是两个给定的正常数，
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αＩ＋Ｗ ０
０ αＩ＋[ ]Ｗ

ｙｋ＋( )１２

ｚｋ＋( )[ ]１
２
＝
αＩ Ｔ
－Ｔ α[ ]Ｉ

ｙ（ｋ）

ｚ（ｋ[ ]） ＋[ ]ｐｑ，
βＩ＋Ｔ ０
０ βＩ＋[ ]Ｔ

ｙ（ｋ＋１）

ｚ（ｋ＋１[ ]） ＝ βＩ －Ｗ
Ｗ β[ ]Ｉ

ｙｋ＋( )１２

ｚｋ＋( )[ ]１
２
＋

ｐ
－[ ]ｑ． （１１）

通过简单的推导，迭代方法可以等价于以下形式：

（αＩ＋Ｗ）ｙｋ＋( )１２ ＝αｙ（ｋ）＋Ｔｚ（ｋ）＋ｐ，

（αＩ＋Ｗ）ｚｋ＋( )１２ ＝－Ｔｙ（ｋ）＋αｚ（ｋ）＋ｑ，

（βＩ＋Ｔ）ｙｋ( )＋１ ＝βｙｋ＋( )１２ －Ｗｚｋ＋( )１２ ＋ｑ，

（βＩ＋Ｔ）ｚ（ｋ＋１）＝Ｗｙｋ＋( )１２ ＋βｚｋ＋( )１２ －













ｐ．

（１２）

通过消除中间变量 ｙｋ＋( )１２ Ｔ，ｚｋ＋( )１２( )Ｔ Ｔ，它可以表示为以下整个迭代过程：

ｘ（ｋ＋１）＝Ｍ（α，β）ｘ（ｋ）＋Ｎ（α，β）ｇ，

Ｍ（α，β）＝
βＩ＋Ｔ ０
０ βＩ＋[ ]Ｔ

－１ βＩ＋Ｔ －Ｗ
Ｗ β[ ]Ｉ αＩ＋Ｗ ０

０ αＩ＋[ ]Ｗ
－１ αＩ Ｔ
－Ｔ α[ ]Ｉ，

Ｎ（α，β）＝
βＩ＋Ｔ ０
０ αＩ＋[ ]Ｔ

－１ βＩ＋Ｔ －Ｗ
Ｗ β[ ]Ｉ αＩ＋Ｗ ０

０ αＩ＋[ ]Ｗ
－１

＋
βＩ＋Ｔ ０
０ －βＩ＋[ ]Ｔ

－１

，

ｘ（ｋ）＝
ｙ（ｋ）

ｚ（ｋ[ ]） ，ｇ＝[ ]ｐｑ． （１３）

下面给出ＴＭＨＳＳ迭代法的收敛性分析．以下定理是ＴＭＨＳＳ方法收敛的充分条件．

定理１　给定正参数α，β＞０，且μｊ为Ｔ的特征值，λｊ为Ｗ的特征值，如果０＜α≤β，β
２－α２≤２αλｍｉｎ，

则迭代矩阵的谱半径ρ（Ｍ（α，β））≤σ２（α，β），λｍｉｎ是Ｗ的最小特征值．

σ２（α，β）＝ｍａｘμｊ∈ｓｐ（Ｔ）
α２＋μ２槡 ｊ

β＋μｊ
，ρ（Ｍ（α，β））≤σ２（α，β）＜１， （１４）

则ＴＭＨＳＳ迭代法收敛．

证明　由式（１３）可知，ＴＭＨＳＳ迭代方法的迭代矩阵为

Ｍ（α，β）＝
βＩ＋Ｔ ０
０ βＩ＋[ ]Ｔ

－１ βＩ＋Ｔ －Ｗ
Ｗ β[ ]Ｉ αＩ＋Ｗ ０

０ αＩ＋[ ]Ｗ
－１ αＩ Ｔ
－Ｔ α[ ]Ｉ＝

αβＧＨ＋ＧＷＨＴ βＧＨＴ－αＧＷＨ

αＧＷＨ－βＧＨＴ βＧＨＴ－α[ ]ＧＷＨ
． （１５）

其中Ｇ＝（βＩ＋Ｔ）－１，Ｈ＝（αＩ＋Ｗ）－１．易知迭代矩阵的谱半径

ρ（Ｍ（α，β））≤
αβＧＨ＋ＧＷＨＴ βＧＨＴ－αＧＷＨ

αＧＷＨ－βＧＨＴ βＧＨＴ－α[ ]ＧＷＨ ２

＝

λｍａｘ
αβＧＨ＋ＧＷＨＴ βＧＨＴ－αＧＷＨ

αＧＷＨ－βＧＨＴ βＧＨＴ－α[ ]ＧＷＨ

Ｔ αβＧＨ＋ＧＷＨＴ βＧＨＴ－αＧＷＨ

αＧＷＨ－βＧＨＴ βＧＨＴ－α[ ]( )槡 ＧＷＨ
＝

ｍａｘλｊ∈ｓｐ（Ｗ），μｊ∈ｓｐ（Ｔ）
α２β２＋λ２μ２＋α２λ２ｊ＋β

２μ２ｊ
（βＩ＋μｊ）

２（αＩ＋λｊ）槡 ２ ＝ｍａｘλｊ∈ｓｐ（Ｗ），μｊ∈ｓｐ（Ｔ）
α２＋μ２槡 ｊ β２＋λ２槡 ｊ

（β＋μｊ）（α＋λｊ）
＝

ｍａｘλｊ∈ｓｐ（Ｗ）
β２＋λ２槡 ｊ

α＋λ２ｊ
ｍａｘμｊ∈ｓｐ（Ｔ）

α２＋μ２槡 ｊ

β＋μ２ｊ
＝σ１σ２．

其中
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σ１＝ｍａｘλｊ∈ｓｐ（Ｗ）
β２＋λ２槡 ｊ

α＋λｊ
，σ２＝ｍａｘμｊ∈ｓｐ（Ｔ）

α２＋μ２槡 ｊ

β＋μｊ
． （１６）

若β２－α２≤２αλｍｉｎ，则β
２＋λ２ｊ≤α

２＋２αλｍｉｎ＋λ
２
ｊ≤α

２＋２αλｊ＋λ
２
ｊ＝（α＋λｊ）

２，可知σ１＜１．注意，当α≤

β时， α２＋μ２槡 ｊ≤ β２＋μ槡 ｊ≤β＋μｊ（１≤ｊ≤ｎ），σ２＜１，则有ρ＜１，故ＴＭＨＳＳ迭代方法收敛，证毕．
下面再给出一个定理去证明ＴＭＨＳＳ的收敛性．
定理２　给定正参数α，β＞０，且μｊ为Ｔ的特征值，λｊ为Ｗ的特征值，如果０＜β≤α，α

２－β２≤２βμｍｉｎ，
则迭代矩阵的谱半径ρ（Ｍ（α，β））≤σ１（α，β），μｍｉｎ是Ｔ的最小特征值．

σ１＝ｍａｘλｊ∈ｓｐ（Ｗ）
β２＋λ２槡 ｊ

α＋λｊ
，ρ（Ｍ（α，β））≤σ１（α，β）＜１， （１７）

则ＴＭＨＳＳ迭代方法收敛．
由定理１的证明，ρ（Ｍ（α，β））≤σ１σ２，其中 σ１、σ２表达在式（１７）．若 α

２－β２≤２βμｍｉｎ，则 α
２＋μ２ｊ≤

β２＋２βμｍｉｎ＋μ
２
ｊ≤β

２＋２βμｊ＋μ
２
ｊ＝（β＋μｊ）

２，可知 σ２＜１．当 β≤α时，有 β２＋λ２槡 ｊ≤ α２＋λ槡 ｊ≤α＋λｊ（１≤
ｊ≤ｎ），可推出σ１＜１，则ρ＜１，ＴＭＨＳＳ迭代方法收敛，证毕．

正如ＴＭＨＳＳ迭代方法依赖于两个参数α，β，因此，确定参数α和β是有意义的，下面推导了最优参数

α、β的表达式．
定理３　假设定理１、２是有效的，那么，将谱半径ρ（Ｍ（α，β））的上界σ（α）σ（β）最小化的准参数α

和β是

α ＝
μ２ｊ
λ２ｊ
，β ＝

λ２ｊ
μ２ｊ
． （１８）

其中λｍｉｎ≤λｊ≤λｍａｘ是Ｗ的特征值，μｍｉｎ≤μｊ≤μｍａｘ是Ｔ的特征值．
由定理１的证明，

ρ（Ｍ（α，β））≤ｍａｘλｊ∈ｓｐ（Ｗ），μｊ∈ｓｐ（Ｔ）
α２＋μ２槡 ｊ β２＋λ２槡 ｊ

（β＋μｊ）（α＋λｊ）
＝σ１σ２＝σ，

σ
α
＝

β２＋λ２槡 ｊ（αλ
２
ｊ－μ

２
ｊ）

（α＋λ２ｊ）
２（β＋μ２ｊ） α２＋μ２槡 ｊ

，
σ
β
＝

α２＋μ２槡 ｊ（βμ
２
ｊ－λ

２
ｊ）

（α＋λ２ｊ）（β＋μ
２
ｊ）
２ β２＋λ２槡 ｊ

， （１９）

２σ
α２
＝

λ５ｊμｊ １＋μ２槡 ｊ

（μ２ｊ＋λ
４
ｊ）（λ

２
ｊ＋μ

４
ｊ）
，
２σ
β２
＝

μ５ｊλｊ １＋λ２槡 ｊ

（λ２ｊ＋μ
４
ｊ）（λ

４
ｊ＋μ

２
ｊ）
，
２σ
αβ

＝０，
２σ
βα

＝０， （２０）

所以σ的Ｈｅｓｓｉａｎ阵

λ５ｊμｊ １＋μ２槡 ｊ

（μ２ｊ＋λ
４
ｊ）（λ

２
ｊ＋μ

４
ｊ）

０

０
μ５ｊλｊ １＋λ２槡 ｊ

（λ２ｊ＋μ
４
ｊ）（λ

４
ｊ＋μ

２
ｊ













）

（２１）

为正定矩阵，σ在α ＝
μ２ｊ
λ２ｊ
，β ＝

λ２ｊ
μ２ｊ
取得最小值，证毕．

２　数值实验

在本节中，执行两个数值实例来说明理论结果．迭代次数表示为 ｎＩＴ，计算时间以 ｓ为单位，表示为

ｔＣＰＵ，以ＲＥＳ＝ ｂ－Ａｘ
（ｋ）

２为残差．在实际计算中，迭代初始点从零向量开始，如果当前迭代满足 ＥＲＲ≤

１０－６或超过规定的迭代步骤ｋ＝５００的次数，则迭代终止，其中ＥＲＲ＝
ｂ－Ａｘ（ｋ） ２

ｂ２
．所有实验都在ＭＡＴＬＡＢ
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（版本９．０．０．３４１３６０（Ｒ２０１６ａ））中进行，机器精度为１０－１６，所有实验都在３．２０ＧＨｚ中央处理器（ＡＭＤ

Ｒｙｚｅｎ７５８００Ｈ）、１６．０Ｇ内存和Ｗｉｎ１０操作系统的个人电脑中进行．

２．１　例子１［２］１０７

将线性方程组（２）写成以下形式：

［（－ｗ２Ｍ＋Ｋ）＋ｉ（ｗＣＶ＋ＣＨ）］ｘ＝ｂ．

式中Ｍ和Ｋ是惯性和刚度矩阵，ＣＶ和ＣＨ分别是黏性和滞后阻尼矩阵，ｗ是驱动圆周率．取 ＣＨ＝μＫ，其

中μ是阻尼系数，Ｍ＝Ｉ，ＣＶ＝１０Ｉ，Ｋ是逼近具有齐次狄利克雷边界条件的负拉普拉斯算子的五点中心差

分矩阵．在单位正方形［０，１］×［０，１］中的均匀网格上，网格大小 ｈ＝ １
ｍ＋１，矩阵 Ｋ∈Ｒ

ｎ×ｎ具有张量积形

式，Ｋ＝ＩＢｍ＋ＢｍＩ，其中Ｂｍ＝ｈ
－２ｔｒｉｄｉａｇ（－１，２，－１）∈Ｒｍ×ｍ．Ｋ是一个 ｎ×ｎ块对角矩阵，ｎ＝ｍ２．此

外，令ｗ＝π，μ＝０．０２，右侧向量ｂ＝（１＋ｉ）ＡＩ，其中 Ｉ是元素都为１的向量．将两边乘 ｈ２来规范化方程

组．事实上，这种复杂的林耳方程组系统出现在ｎ自由度（ｎ－ＤＯＦ）线性方程组的直接频域分析中．

表１中，α，β值均是在定理３的基础上实验迭代取得的最优参数．此表说明了ｍ＝１６，ｍ＝３２，ｍ＝６４，

ｍ＝１２８时，ＴＭＨＳＳ实值迭代方法相对于α，β的收敛行为．显然，从图１中看出，ＴＭＨＳＳ实值法的迭代次数

总是低于ＭＨＳＳ方法，这证实了ＴＭＨＳＳ方法具有更快的收敛速度．

图１表示了当ｍ＝１６时，ＭＨＳＳ和ＴＭＨＳＳ实值迭代法相对于参数α的收敛行为．把参数 β选择为实

验的最优参数βｅｘｐ，从图中可以看出，ＴＭＨＳＳ实值迭代法总是比ＭＨＳＳ迭代法收敛得快．

　　图１　例子１中ＭＨＳＳ，ＴＭＨＳＳ当ｍ＝１６时的迭代次数

表１　例子１ＭＨＳＳ和ＴＭＨＳＳ的ｎＩＴ，ｔＣＰＵ

ｍ×ｍ
ＭＨＳＳ

αｏｐｔ ｎＩＴ ｔＣＰＵ

ＴＭＨＳＳ

αｏｐｔ βｏｐｔ ｎＩＴ ｔＣＰＵ

１６×１６ ０．５１８ ５３ ０．０１２ ２．７８ ７．８９ ４５ ０．０１９

３２×３２ ０．２６９ ８６ ０．０５０ ２．４５ ７．６７ ４５ ０．０７６

６４×６４ ０．０５２ ９０ ０．４３４ ２．２１ ６．９１ ４３ ０．５７４

１２８×１２８０．０２１ ９９ ３．９０３ １．９６ ６．２２ ４２ ３．４２１

　　图２表示当 ｍ＝１６时，ＭＨＳＳ和 ＴＭＨＳＳ实值迭
代法相对于参数β的收敛行为．把参数α选择为实验
的最优参数 βｅｘｐ，从图中可以看出，ＴＭＨＳＳ实值迭代
法总是比ＭＨＳＳ迭代法收敛得快．

图３中，针对例子描述了 ＴＭＨＳＳ实值迭代法当
ｍ＝１６时的ｎＩＴ相对于α，β的三维关系图，可以看出 α在２．５～３，β在６～８变化较大，α，β趋于１时迭代
次数较少．实验表明，ＴＭＨＳＳ在选择适当参数时是优于ＭＨＳＳ迭代法的．

图２　例子１中ＴＭＨＳＳ当ｍ＝１６时的迭代次数 图３　例子１中ＴＭＨＳＳ当ｍ＝１６时的迭代次数
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２．２　例子２［２］１０９

考虑线性方程组（２）的形式为（Ｗ＋ｉＴ）ｘ＝ｂ，其中 Ｔ＝ＩＶ＋ＶＩ，Ｗ＝１０（ＩＶｃ＋ＶｃＩ）＋

９（ｅ１ｅ
Ｔ
ｍ＋ｅｍ＋ｅ

Ｔ
１）Ｉ，Ｖ＝ｔｒｉｄｉａｇ（－１，２，－１）∈Ｒ

ｍ×ｍ，Ｖｃ＝Ｖ－ｅ１ｅ
Ｔ
ｍ＋ｅｍ＋ｅ

Ｔ
１∈Ｒ

ｍ×ｍ，ｅ１，ｅｍ是 Ｒ
ｍ中第一项

与最后一项为１的单位向量．取右边的向量ｂ＝（１＋ｉ）ＡＩ，其中Ｉ是全１向量．

Ｔ和Ｗ分别对应于单元正方形［０，１］×［０，１］的均匀网格上，网格大小 ｈ＝ １
ｍ＋１，具有齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ

边界条件和周期边界条件的近似负拉普拉斯算子的五点中心差分矩阵．尽管这个例子是人为构建的，但它

对迭代求解者来说相当具有挑战性，因此将其包含在测试中．

表２中α，β值均为在定理３的基础上实验迭代取得的最优参数．此表说明了 ｍ＝１６，ｍ＝３２，ｍ＝６４，

ｍ＝１２８时，ＴＭＨＳＳ实值迭代方法相对于α，β的收敛行为．显然，从图４中看出，ＴＭＨＳＳ实值法的迭代次数

总是低于ＭＨＳＳ方法，这证实了ＴＭＨＳＳ方法具有更快的收敛速度．

图４　ＭＨＳＳ，ＴＭＨＳＳ当ｍ＝１６时的迭代次数

表２　例子２ＭＨＳＳ和ＴＭＨＳＳ的ｎＩＴ，ｔＣＰＵ

ｍ×ｍ
ＭＨＳＳ

αｏｐｔ ｎＩＴ ｔＣＰＵ

ＴＭＨＳＳ

αｏｐｔ βｏｐｔ ｎＩＴ ｔＣＰＵ

１６×１６ １．６１ ５３ ０．２１ １．１２ ９．７２ ４７ ０．１１

３２×３２ １．０１ ７６ ０．７５ ４．３１ ２．１２ ４５ ０．２７

６４×６４ ０．５３ １３０ １．３４ ２．７６ ７．９１ ５０ １．５６

１２８×１２８ ０．２６ ２４６ ２．９６ ０．２６ ３．４２ ６２ ２．３２

　　图４表示当 ｍ＝１６时，ＭＨＳＳ和 ＴＭＨＳＳ实值

迭代法相对于参数α的收敛行为．把参数β选择为

实验的最优参数 βｅｘｐ，从图中可以看出，ＴＭＨＳＳ实

值迭代法总是比ＭＨＳＳ迭代法收敛得快．

图５中，针对例子描述了 ＴＭＨＳＳ实值迭代法

图５　ＴＭＨＳＳ当ｍ＝１６时的迭代次数

当ｍ＝１６时的 ｎＩＴ相对于 α，β的三维关系图，可以看

出α在１～１．２，β在８～９迭代次数较少．实验表明，

ＴＭＨＳＳ在选择适当参数时是优于ＭＨＳＳ迭代法的．

３　结论

提出了大型稀疏复对称线性方程组（Ｗ＋ｉＴ）ｘ＝

ｂ的双参数ＭＨＳＳ实值迭代方法，其中Ｗ和Ｔ是实对

称正定矩阵．研究了它们的收敛性质及最优的参数选

择，通过 ２个数值实验将 ＴＭＨＳＳ实值迭代方法与

ＭＨＳＳ迭代法比较，证明在收敛性和稳定性上都优于

ＭＨＳＳ实值迭代方法．
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