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摘　　　要：关于光滑映射芽稳定性的讨论一直是奇点理论的重要部分．着重讨论稳定映射芽，描述了稳定
映射芽的定义，系统总结了稳定映射芽的特征，通过稳定芽的基本分类定理，用一定的实代数对其进行分类．应
用稳定芽分类的基本理论和映射芽的Ｂｏａｒｄｍａｎ符号，给出了几个关于稳定芽分类的具体例子，并讨论了几种在
稳定映射下可能出现的奇点类型．
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０　引言

奇点理论在分析学科中是一个新的分支学科．
２０世纪３０年代，莫尔斯发表了临界点理论；２０世
纪４０年代，惠特尼（Ｈ．Ｗｈｉｔｎｅｙ）发表了微分流形
嵌入、浸入的奇点有关的研究等．奇点理论的研究
目前已有大量的成果，光滑函数芽是奇点理论需要

研究的重要问题，Ｗｈｉｔｎｅｙ已经证明：Ｒｎ中的任意
闭子集都可以为Ｃ∞函数Ｒｎ→Ｒ的零点集．如果Ｒｎ

映入Ｒｐ的Ｃ∞的映射等价，则微分同胚的奇点集一
定是存在的．根据前面提到的Ｗｈｉｔｎｅｙ定理证明Ｒｎ

中的任意闭子集都可以是某种 Ｃ∞映射的奇点集，
因此Ｃ∞映射的分类比起所有闭集的分类范围更
广．显然这样的分类难以解决，所以研究中重要的
是稳定的映射以及稳定的映射芽．近年来，已经有
许多数学工作者对其进行了深入的研究，如玛瑟在

稳定性方面的研究，阿诺尔德在奇点分类方面的研

究．李养成［１］３１３、梁琼初等［２］、刘海明等［３］和孙伟志

等［４］对稳定映射芽的分类和相对映射芽的通用形

变做了一定的探讨和总结．郭瑞芝等［５－６］对相对稳

定映射芽的性质做了一定的研究，讨论了映射芽开

折相对稳定的各种定义和结论．石昌梅等［７－８］论述

了映射芽开折相对无穷小稳定性相关的概念，得到

了开折与相对无穷小稳定的若干等价条件．何
伟［９］和岳大川［１０］对相对映射芽的有限决定性和稳

定性做了简单研究．张国滨、余建明［１１］和甘文

良［１２］对光滑函数芽开折和高余维光滑函数芽的稳

定性进行分类，探讨了稳定性和无穷小稳定之间的

重要联系．这说明映射芽的稳定性尤其重要，因此，
以下主要针对稳定映射芽的分类问题进行研究．

１　预备知识

定义１　设有两个Ｃ∞ 映射芽 ｆ，ｇ：（Ｒｎ，０）→
（Ｒｐ，０）．如果存在微分同胚芽 ：（Ｒｎ，０）→ （Ｒｐ，
０）和φ：（Ｒｎ，０）→（Ｒｐ，０），使得ｇ＝φ ｆφ－１，则
说ｆ与ｇ是左右等价的，或依Ｍａｔｈｅｒ的说法，ｆ与ｇ
是Ａ－等价的，记为ｆ珘Ａｇ．

定义２　设 ∈ Ｋ，ｆ∈ ε０（ｎ，ｐ），则 ·ｆ∈
ε０（ｎ，ｐ），依下列公式给出：

（１，·ｆ）＝φ（１，ｆ） ｈ－１． （１）
其中，１：（Ｒｎ，０）→（Ｒｐ，０）为恒同映射芽，则有

（ｇｒａｐｈｆ）＝ｇｒａｐｈｆ（·ｆ）． （２）
若 （ｘ，ｙ）＝（ｈ（ｘ），φ（ｘ，ｙ）），并且令 ｇ＝

·ｆ，则由（１）可得
ｇ ｈ（ｘ）＝Ψ（ｘ，ｆ（ｘ））． （３）

式（１）～（３）描述了群 Ｋ在 ε０（ｎ，ｐ）上的作
用，式（３）说明集｛ｆ∈０｝Ｒｎ经微分同胚ｈ变换
为集｛ｇ∈０｝Ｒｎ，因此ｇｒａｐｈｆ与ｇｒａｐｈｈ同Ｒｎ×
｛０｝有相同的接触．不仅如此，式（２）说明 将
Ｒｎ×Ｒｐ的ｎ维子流形ｇｒａｐｈｆ变换为另一子流形，
该子流形是令ｇ＝·ｆ的图．所以，把群Ｋ叫做接
触等价群，Ｋ·ｆ叫做ε０（ｎ，ｐ）中经过ｆ的接触轨道
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或Ｋ－轨道．属于同一Ｋ轨道的二映射芽称为Ｋ－
等价的．

定义３［１］２８７　Ｃ∞ 映射芽 ｆ：（Ｒｎ，０）→ （Ｒｐ，０）
是稳定的，则它是无穷小稳定的，反之也成立，即

ＴεＡ（ｆ）＝ε
０（ｎ，ｐ），其中ＴεＡ（ｆ）表示ε

０（ｎ，ｐ）在群
Ａ作用下于ｆ处的切空间．

定义４［１］２８１　设Ｃ∞ 映射芽ｆ：（Ｒｎ，０）→（Ｒｐ，

０）属于∑ｎ＝ｒ
，０＜ｒ＜ｍｉｎ（ｎ，ｐ），则存在Ａ－等价

于Ｇ的Ｃ∞ 映射芽Ｆ：（Ｒｎ，０）→（Ｒｐ，０），使Ｆ是某

一秩为０的芽ｆ０：（Ｒ
ｎ－ｒ，０）→（Ｒｐ－ｒ，０）的ｒ－参数

开折．
定义５　设ｆ：（Ｒｎ，０）→（Ｒｐ，０）为Ｃ∞映射芽，

则轨道 Ａ·ｆ在 ｆ处的切空间 ＴＡ（ｆ）为 ＴＡ（ｆ）＝

｛Ｄｆ·Ｘ＋Ｙ ｆ｜Ｘ∈μｎ·Ｖ（Ｒ
ｎ），Ｙ∈μｐ·Ｖ（Ｒ

ｐ）｝．

定义６　若ｆ∈ε０（ｎ，ｐ），ＴＡ（ｆ）＝ε０（ｎ，ｐ），则
ｆ为无穷小稳定芽．

定义７　设ｆ，ｇ：Ｒｎ→Ｒｐ为两个Ｃ∞映射．若有

微分同胚ｈ：Ｒｎ→Ｒｐ和ｋ：Ｒｎ→Ｒｐ，使得ｇ＝ｋ ｆ

ｈ－１，即使得下列图表可换，则说 ｆ与 ｇ是 Ａ－等

价的．

Ｒｎ →
ｆ

Ｒｐ

ｈ↓ ↓ｋ

Ｒｎ →
ｇ

Ｒｐ

定义８　设ｆ：（Ｒｎ，０）→（Ｒｐ，０）为Ｃ∞映射芽．
ｆ的符号Ｂｏａｒｄｍａｎ定义为理想Ｉ（ｆ）的Ｂｏａｒｄｍａｎ符

号，其中ｆ的分量ｆ１，…，ｆｐ生成εｎ的理想Ｉ（ｆ）．
定义９　如果二映射芽是Ｋ－等价的，则它们

具有相同的Ｂｏａｒｄｍａｎ符号．
定理１　无穷小稳定映射芽一定是稳定芽．
证明　设 ｆ∈ ε０（ｎ，ｐ）为无穷小稳定芽，则

ＴｔＡ（ｆ０）＝ε（ｎ，ｐ）．所以ｆ是它自身的万有开折，因
此ｆ的任意开折必Ａ－同构于ｆ的常值开折，ｆ是Ａ－
稳定的．

２　稳定函数芽的分类

奇点理论的一个基本问题就是光滑函数的稳

定性，基本分类定理在稳定映射芽的分类研究中是

一个很重要的理论基础，通常是利用映射芽的稳

定开折来论述，所以，稳定映射芽的分类在各种研

究中起到非常重要的作用．

２．１　稳定映射芽的几何特征
定理２　设稳定映射芽ｆ：（Ｒｎ，０）→（Ｒｐ，０）在

点０∈Ｒｎ的秩为ｒ，则映射ｊ１０ｆ：（Ｒ
ｎ，０）→ｊ１，０ｎ，ｐ，ｘ｜→

ｊ１０ｆ（ｘ）＝Ｄｆ（ｘ）在点０横截于子流形∑ｎ－ｒ
ｊ１，０ｎ，ｐ．

设ｆ∈ε０（ｎ，ｐ）为稳定芽，其秩为ｒ，则（ｎ－ｒ）（ｐ－

ｒ）≤ｎ．

证明　 由定理２，Ｃｏｄｉｍ∑ｎ－ｒ
≤ ｎ，即（ｎ－

ｒ）（ｐ－ｒ）≤ｎ．

例１　若稳定芽ｆ∈ε０（ｎ，ｐ）的秩ｒ＝０，则由
上式不等式知，ｐ＝１．此时ｆ必为Ｍｏｒｓｅ芽．

例２　上式不等式对稳定芽ｆ的秩ｒ给出了较
强的限制，如：

１）若ｎ＝ｐ＝２，则ｒ≥ｎ．
２）若ｎ＝ｐ＝３或ｎ＝ｐ＝４，则ｒ≥２．
３）若ｎ＝２，ｐ＝３则ｒ≥１．
定理３　 设 Ｆ：（Ｒｒ×Ｒｎ，０）→ （Ｒｒ×Ｒｐ，０），

（ｕ，ｘ）｜→（ｕ，ｆｕ（ｘ）＝ｆ（ｕ，ｙ））是芽 ｆ０：（Ｒ
ｎ，０）→

（Ｒｐ，０），ｆ（０，ｘ）＝ｆ０（ｘ）的 ｒ－参数开折，ｆ０在点

０∈Ｒｎ的秩为０，并且Ｆ
·

ｉ（０）＝０（ｉ＝１，…，ｒ），对

任意正整数ｓ，定义ｊｓ０ｆ：（Ｒ
ｒ×Ｒｎ，０）→Ｊｓ，０ｎ，ｐ为ｊ

ｓ
０ｆ（ｕ，

ｘ）＝（ｆｕ，ｆｕ（ｘ））的ｓ阶Ｔａｙｌｏｒ多项式．则Ｆ是稳定

芽当且仅当ｊｒ＋１０ ｆ：（Ｒ
ｒ×Ｒｎ，０）→Ｊｒ＋１，０ｎ，ｐ 在Ｒ

ｒ×Ｒｎ的

原点横截于接触轨道Ｋｒ＋１·ｊｒ＋１０ ｆ０Ｊ
ｒ＋１，０
ｎ，ｐ ．

证明　由定理３知，Ｆ是稳定芽当且仅当

ＴＫ（ｆ０）＋Ｒ
ｆ０
ｘ１
，…，

ｆ０
ｘｎ
，Ｆ
·

１，…，Ｆ
·{ }ｒ ＋

μｒ＋２ｎ ·ε（ｎ，ｐ）＝ε
０（ｎ，ｐ）．

ｊｒ＋１０ ｆ：（Ｒ
ｒ×Ｒｎ，０）→Ｊｒ＋１，０ｎ，ｐ 在点（０，０）∈Ｒ

ｒ×Ｒｎ

横截于Ｋｒ＋１·ｊｒ＋１０ ｆ０是指

Ｄｊｒ＋１０ ｆ（０，０）Ｒ
ｒ×Ｒｎ＋Ｔｊｒ＋１ｆ（Ｋ

ｒ＋１·ｊｒ＋１ｆ０）＝Ｊ
ｒ＋１，０
ｎ，ｐ ，

而

Ｄｊｒ＋１０ ｆ（０，０）Ｒ
ｒ×Ｒｎ ＝

Ｒｊ
ｒ＋１
０

ｕ１
，…，

ｊｒ＋１０
ｕｒ
，
ｊｒ＋１０
ｘ１
，…，

ｊｒ＋１０
ｘ{ }
ｎ

．

其中括号内的所有导数均在点（０，０）∈Ｒｒ×Ｒｎ取
值，又因为

ｊｒ＋１０ ｆ
ｕｉ
（０，０）＝ｊｒ＋１０ Ｆ

·

ｉ，（ｉ＝１，…，ｒ），

ｊｒ＋１０ ｆ
ｘｊ
（０，０）＝ｊｒ＋１０

ｆ０
ｘｊ
，（ｉ＝１，…，ｒ），
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Ｔｊｒ＋１ｆ０（Ｋ
ｒ＋１·ｊｒ＋１ｆ０）＝ｊ

ｒ＋１
０ （ＴＫ（ｆ０）），

所以

ｊｒ＋１０ （ＴＫ（ｆ０））＋

Ｒｊｒ＋１０
ｆ０
ｕ１
，…，ｊｒ＋１０

ｆ０
ｕｒ
，ｊｒ＋１０ Ｆ

·

１，…，ｊ
ｒ＋１
０ Ｆ
·{ }ｒ ＝Ｊｒ＋１，０ｎ，ｐ ，

即

ｊｒ＋１０ （ＴＫ（ｆ０）＋Ｒ
ｆ０
ｕ１
，…，

ｆ０
ｕｒ
，Ｆ
·

１，…，Ｆ
·{ }ｒ）＝

Ｊｒ＋１（ε０（ｎ，ｐ）），
结论得证．
２．２　稳定映射芽的判别

由定义４可知，秩为 ｒ的映射芽 Ｆ：（Ｒｎ，０）→
（Ｒｐ，０）可看作是秩为０的映射芽 ｆ０：（Ｒ

ｎ－ｒ，０）→
（Ｒｐ－ｒ，０）的ｒ－参数开折，因此Ｆ的稳定性能用ｆ０
以及Ｆ的初始速度具有的性质来进行描述和判别．

定理４　设ｆ０：（Ｒ
ｎ，０）→ （Ｒｐ，０）为 Ｃ∞ 映射

芽，Ｆ：（Ｒｒ×Ｒｎ，０）→（Ｒｒ×Ｒｐ，０）为ｆ０的ｒ－参数
开折，因而ｆ（０，ｘ）＝ｆ０（ｘ）．那么若Ｆ为ｆ０的通用开

折，则 Ｆ的初始速度 Ｆ
·

ｉ（ｉ＝１，…，ｒ）满足下列
条件：

ＴｔＡ（ｆ）＋Ｒ｛Ｆ
·

１，…，Ｆ
·

ｒ｝＝ε
０（ｎ，ｐ），

其中Ｆ
·

ｉ（ｘ）＝
ｆ
μｉ
（０，ｘ）（ｉ＝１，…，ｒ）．

定理５　 设 Ｆ：（Ｒｒ×Ｒｎ，０）→ （Ｒｒ×Ｒｐ，０），
（ｕ，ｘ）｜→（ｕ，ｆ（ｕ，ｙ））是芽

ｆ０：（Ｒ
ｎ，０）→（Ｒｐ，０），ｆ（０，ｘ）＝ｆ０（ｘ）

的ｒ－参数开折，若Ｆ为稳定芽，则满足

ＴｔＡ（ｆ０）＋εｐ｛Ｆ
·

１，…，Ｆ
·

ｒ｝＝ε
０（ｎ，ｐ），

这里Ｆ
·

ｉ（ｘ）＝
ｆ
μｉ
（０，ｘ）（ｉ＝１，…，ｒ）表示Ｆ的初始

速度（ｉ＝１，…，ｒ）．
证明　由定理４知

ＴｔＡ（Ｆ）＝（εｕ·ｘ）
×（ｒ＋ｐ）．

式中εｕ·ｘ（及εｕ·ｖ）表示（Ｒ
ｒ×Ｒｎ，０）（及（Ｒｒ×Ｒｐ，

０））上的函数芽环．
将（Ｒｒ×Ｒｎ，０）上的向量场芽Ｘ记为

珔Ｘ＝ ξ[ ]Ｘ，
式中ξ为珔Ｘ在参数空间Ｒｒ中的分量，Ｘ为珔Ｘ在Ｒｎ中
的分量．类似地，（Ｒｒ×Ｒｐ，０）上的向量场芽珔Ｙ写为

珔Ｙ＝ η[ ]Ｙ，

式中η和Ｙ分别为珔Ｙ在Ｒｒ和Ｒｐ中的分量．

ＴｔＡ（Ｆ）＝（εｕ，ｘ）
×（ｒ＋ｐ） 对任意 珔Ｚ ＝ ζ[ ]Ｚ∈

（εｕ，ｘ）
×（ｒ＋ｐ），其中ζ，Ｚ分别为 珔Ｚ在Ｒｒ和Ｒｐ中的分

量，下列方程

ＤＦ·珔Ｘ＋珔Ｙ Ｆ＝珔Ｚ
有解 珔Ｘ和珔Ｙ，该方程可写成下列形式：

Ｉ ０

ｆ
ｕ１
…
ｆ
ｕｒ

ｆ
ｘ１
…
ｆ
ｘ








ｎ

·
ξ[ ]Ｘ＋

η Ｆ
Ｙ[ ]Ｆ ＝

ζ[ ]Ｚ，

或

ξ＋η Ｆ＝ζ，

∑
ｒ

ｉ＝１
ξｉ
ｆ
ｕｉ
＋∑

ｎ

ｊ＝１
Ｘｊ
ｆ
ｘｊ
＋Ｙ Ｆ＝Ｚ{ ，

即

ξ＝ζ－η Ｆ，

－∑
ｒ

ｉ＝１
（ηｉ Ｆ）

ｆ
ｕｉ
＋∑

ｎ

ｊ＝１
Ｘｊ
ｆ
ｘｊ
＋Ｙ Ｆ＝

　　Ｚ－∑
ｎ

ｉ＝１
ζｉ
ｆ
ｕｉ











 ，

式中ζ＝（ζ１，…，ζｒ）∈（εｕ·ｘ）
×ｒ，η＝（η１，…，ηｒ）∈

（εｕ·ｖ）
×ｒ，Ｘ＝（Ｘ１，…，Ｘｎ）∈（εｕ，ｘ）

×ｎ．
由上可见，方程ＤＦ·珔Ｘ＋珔ＹＦ＝珔Ｚ对任意珔Ｚ有

解 珔Ｘ与珔Ｙ当且仅当下列方程

－∑
ｒ

ｉ＝１
（ηｉ Ｆ）

ｆ
ｕｉ
＋∑

ｎ

ｊ＝１
Ｘｊ
ｆ
ｘｊ
＋Ｙ Ｆ＝Ｚ

对任意Ｚ（εｕ，ｘ）
×ｒ有解（Ｘ，Ｙ，η）．而集为

∑
ｎ

ｊ＝１
Ｘｊ
ｆ
ｘｊ
＋Ｙ Ｆ｜Ｘｊ∈εｕ，ｘ，Ｙ∈（εｕ，ｙ）{ }×ｐ ＝

珘ＴｔＡ（Ｆ）．

故Ｍ＝（εｕ，ｘ）
×ｐ 珘ＴｔＡ（Ｆ）作为εｕ，ｙ－模是有限

生成的，生成元为
ｆ
ｕ１
，…，

ｆ
ｕｒ
．从而有

Ｍ０ ＝Ｍ／μｎ≌（εｘ）
×ｐ ＴｔＡ（ｆ０）

作为 εｙ －模是有限生成的，生成元为 Ｆ
·

ｉ（ｘ）＝

ｆ
ｕｉ
（０，ｘ，）（ｉ＝１，…，ｒ），从而得证．

例３　设ｆ０：（Ｒ
２，０）→（Ｒ２，０）定义为ｆ０（ｘ，ｙ）＝

（ｘ２，ｙ２），
ＴｔＡ（ｆ０）＋ε２｛ｈ１，ｈ２｝＝ε（２，２），

式中ｈ１ ＝
０[ ]ｘ，ｈ２ ＝

ｙ[ ]０．由定理５知，ｆ０的２－参
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数开折

Ｆ：（Ｒ２×Ｒ２，０）→（Ｒ２×Ｒ２，０），
（ｕ，ｖ，ｘ，ｙ）｜→（ｕ，ｖ，ｘ２＋ｕｙ，ｙ２＋ｖｘ）

是稳定芽．
定理６　设Ｆ（ｕ，ｘ）＝（ｕ，ｆ（ｕ，ｘ））是ｆ０（ｘ）∈

ε０（ｎ，ｐ）的ｒ－参数开折，并且ｆ在点０∈Ｒｎ的秩为

０，Ｆ
·

ｉ（０）＝０（ｉ＝１，…，ｒ），则下列条件互相等价：
（ｉ）Ｆ是稳定芽，

（ｉｉ）ＴｔＫ（ｆ０）＋Ｒ｛Ｆ
·

１，…，Ｆ
·

ｒ｝＝ε
０（ｎ，ｐ），

（ｉｉｉ）ＴｔＫ（ｆ０）＋μ
ｒ＋２
ｎ ·ε（ｎ，ｐ）＋Ｒ｛Ｆ

·

１，…，Ｆ
·

ｒ｝＝

ε０（ｎ，ｐ）．
定理７　设稳定芽Ｆ在点０∈Ｒｒ×Ｒｎ的秩为

ｒ，则满足ｊｒ＋２Ｇ＝ｊｒ＋２Ｆ的每一芽Ｇ都是稳定的．
２．３　基本分类定理

设Ｆ，Ｇ：（Ｒｒ×ｎ，０）→（Ｒｒ×ｐ，０）是稳定芽，若Ｆ，
Ｇ在原点的秩不相等，则不是Ａ－等价，因此利用秩
可以区分稳定芽．假定稳定芽Ｆ，Ｇ∈ε０（ｒ＋ｎ，ｒ＋
ｐ）在原点具有相同的秩ｒ≥０，
Ｆ（ｕ，ｘ）＝（ｕ，ｆ（ｕ，ｘ）），ｆｕ（ｘ）＝ｆ（ｕ，ｘ），
Ｇ（ｕ，ｘ）＝（ｕ，ｇ（ｕ，ｘ）），ｇｕ（ｘ）＝ｇ（ｕ，ｘ）．

其中ｕ∈Ｒｒ，ｘ∈Ｒｎ并且ｆ（ｕ，ｘ），ｇ（ｕ，ｘ）∈Ｒｐ，ｆ０，

ｇ０∈ε
０（ｎ，ｐ），点０∈Ｒｎ的秩为０．假定开折的初

始速度Ｆ
·

ｉ，Ｇ
·

ｊ∈ε
０（ｎ，ｐ），令ε０（ｒ＋ｎ，ｒ＋ｐ）中的

子集

Ｓ（ｒ，ｎ，ｐ）＝｛Ｆ：（Ｒｒ×Ｒｎ，０）→（Ｒｒ×Ｒｐ，０）
为稳定芽，并且ｒｋ０Ｆ＝ｒ｝．

对于Ｆ∈ Ｓ（ｒ，ｎ，ｐ），据定理 ６，由 ｆ（０，ｘ）＝
ｆ０（ｘ）定义的ｆ∈ε

０（ｎ，ｐ）满足

ＴｔＫ（ｆ０）＋Ｒ｛Ｆ
·

１，…，Ｆ
·

ｒ｝＝ε
０（ｎ，ｐ），

或

ＴＫ（ｆ０）＋Ｒ
ｆ０
ｘ１
，…，

ｆ０
ｘｎ
，Ｆ
·

１，…，Ｆ
·{ }ｒ ＝ε０（ｎ，ｐ）．

因此ＴｔＫ（ｆ０）在ε
０（ｎ，ｐ）中的余维数不大于ｎ＋ｒ．

令ε０（ｎ，ｐ）中的子集
Ｋ（ｒ，ｎ，ｐ）＝｛ｆ∈ε０（ｎ，ｐ）｜ｒｋ０Ｆ＝ｒ，

ｄｉｍＲε
０（ｎ，ｐ）／ＴＫ（ｆ０）≤ｒ＋ｎ｝．

定理８　稳定映射芽Ｆ和Ｇ是Ａ－等价的，则
ｆ０和ｇ０是Ｋ－等价的，反之也成立．

该定理表明，对应Ｓ（ｒ，ｎ，ｐ）→Ｋ（ｒ，ｎ，ｐ），Ｆ｜→
ｆ０，诱导出Ｓ（ｒ，ｎ，ｐ）中成员的Ａ－等价类所成之集

到Ｋ（ｒ，ｎ，ｐ）中成员的 Ｋ－等价类所成之集的
双射．

定理９　Ｓ（ｒ，ｎ，ｐ）中的每一芽Ｆ和它在点０∈
Ｒｒ＋ｎ的（ｒ＋２）阶Ｔａｙｌｏｒ多项式芽是Ａ－等价的．

定理１０　设Ｆ，Ｇ∈Ｓ（ｒ，ｎ，ｐ），若Ｆ与Ｇ是Ａ－
等价的，则实代数Ｑｒ＋２（Ｆ）与Ｑｒ＋２（Ｇ）是同构的，反
之也成立．
２．４　稳定映射芽的简单分类

稳定映射芽分类的基本理论说明稳定芽按

Ａ－等价分类可相当于映射芽按 Ｋ－等价进行分
类．如果对稳定映射芽的维数及Ｂｏａｒｄｍａｎ符号作
适当限制，并应用映射芽Ｋ－等价的结论，则可以
对稳定映射芽分类的结果进行一些简单情形的

讨论．
设ｆ：（Ｒｎ，０）→（Ｒｐ，０）为Ｃ∞映射芽，ｎ≤ｐ．若

ｆ是非奇异芽因而是浸入芽，则ｆ必属于∑０
类，并

且明显是稳定芽．

下面研究具有∑１
类奇点的稳定芽．

定理１１　设ｎ≤ｐ，若Ｆ：（Ｒｎ，０）→（Ｒｐ，０）为

属于∑１
类的稳定芽，则ｆ必为∑１ｋ，０

类奇点，其中

整数ｋ合于１≤ｋ≤ｎ／ｑ（ｑ＝ｐ－ｎ＋１）．进而可得
到ｆ必 Ａ－等价于芽 Ｇ：（Ｒｎ，０）→ （Ｒｐ，０），其分
量为：

Ｇｉ＝ｕｉ， １≤ｉ≤ｎ－１；

Ｇｎ＋ｉ＝∑
ｋ

ｊ＝１
ｕｉｋ＋ｊｘ

ｊ， ０≤ｉ≤ｑ－２；

Ｇｐ ＝∑
ｋ－１

ｊ＝１
ｕ（ｑ－１）ｋ＋ｊｘ

ｊ＋ｘｋ＋１











 ．

这里ｕ１，…，ｕｎ－１，ｘ为Ｒ
ｎ的坐标．

定理１２　设Ｆ：（Ｒｎ，０）→（Ｒｐ，０）为属于∑１

类的稳定芽，则它是∑１ｋ，０
类奇点（１≤ｋ≤ｎ）．并

且Ａ－等价于芽Ｇ：（Ｒｎ，０）→（Ｒｐ，０），分量为
Ｇｉ＝ｕｉ， １≤ｉ≤ｎ－１；

Ｇｎ ＝∑
ｋ－１

ｊ＝１
ｕｊｘ

ｊ＋ｘｋ＋１{ ．

即广义Ｗｈｉｔｎｅｙ映射．则当 ｎ＝２，ｋ＝２时便是
Ｗｈｉｔｎｅｙ尖点映射．

在ｎ≥ｐ的情形下讨论稳定芽（Ｒｎ，０）→（Ｒｐ，

０）．首先是非奇异芽，非奇异芽必属于∑ｎ－ｐ
类，所
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以是稳定的，其标准形为投影（ｘ１，…，ｘｎ）｜→

（ｘ１，…，ｘｐ）．然后讨论具有∑ｎ－ｐ＋１
类奇点的稳定

芽，由稳定芽分类的基本理论推出这样的芽Ａ等价
于某一芽ｆ：（Ｒｍ，０）→（Ｒ，０）的（ｐ－１）－参数开

折，这里ｍ＝ｎ－ｐ＋１．又因为芽ｆ也属于∑ｎ－ｐ＋１

类并且具有有限Ｋ－余维．通过对函数芽分类的讨
论，了解到ｆ的余秩ｃ和二阶Ｂｏａｒｄｍａｎ符号都依赖
于ｆ的２－导网，所以它们之间有一定关系．

定理１３　设芽ｆ：（Ｒｎ，０）→（Ｒｐ，０）是∑ｍ
类

奇点，若ｆ属于∑ｍ，ｃ
类，则ｆ有余秩ｃ，反之也成立．

定理１４　设ｆ∈μ２ｎ具有有限Ｋ－余维，它的余
秩为ｃ，则ｆＫ－等价于芽

ｇ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｃ）±ｘ
２
ｃ＋１±… ±ｘ

２
ｎ．

这里ｇ∈μ３ｃ．
特别当ｆ的余秩为０或１时，有以下情况．
定理１５　 设 ｎ≥ ｐ．若稳定芽 Ｆ：（Ｒｎ，０）→

（Ｒｐ，０）属于∑ｎ－ｐ＋１，０
类，则 ＦＡ－等价于芽 Ｇ：

（Ｒｎ，０）→（Ｒｐ，０），其分量为：
Ｇｉ＝ｕｉ，１≤ｉ≤ｐ－１；
Ｇｐ ＝±ｘ

２
ｐ±… ±ｘ

２
ｎ－１±ｘ

２
ｎ．

定理１６　设ｎ≥ｐ．如果Ｆ：（Ｒｎ，０）→（Ｒｐ，０）

为属于∑ｎ－ｐ＋１，１
类的稳定芽，那么 Ｆ必属于

∑ｎ－ｐ＋１，…，１，０
类，其中１重复出现ｋ次，１≤ｋ≤ｐ－

１．并且在这一情形下，ＦＡ等价于 Ｇ：（Ｒｎ，０）→
（Ｒｐ，ｐ），定义为：

Ｇｉ＝ｕｉ，１≤ｉ≤ｐ－１；

Ｇｐ ＝±ｘ
２
ｐ±… ±ｘ

２
ｎ－１±ｘ

２＋ｋ
ｎ ＋∑

ｋ

ｊ＝１
ｕｊｘ

ｊ
ｎ．

特别地，上述两个定理在等维数ｎ＝ｐ情形下
即为定理９，因此对等维数情形，接下来简单介绍

属于∑２
类的稳定芽．

定理１７　设稳定芽Ｆ：（Ｒｎ，０）→（Ｒｐ，０）属于

∑２，０
类，则它 Ａ－等价于下列芽 Ｇ：（Ｒｎ，０）→

（Ｒｐ，０）之一：
型Ｉａ，ｂ和

ＩＩａ，ｂ

Ｇｉ＝ｕｉ，１≤ｉ≤ａ－１；

Ｇａ－１＋ｊ＝ｖｊ，１≤ｊ≤ｂ－１；

Ｇａ＋ｂ－２＋ｋ ＝ｗｋ，１≤ｋ≤ｎ－（ａ＋ｂ）；

Ｇｎ－１ ＝ｘｙ；

Ｇｎ ＝ｘ
ａ＋ｙｂ＋∑

ａ－１

ｉ＝１
ｕｉｘ

ｉ＋∑
ｂ－１

ｊ＝１
ｖｊｙ
ｊ















．

这里ａ＋ｂ≤ｎ．

ＩＶａ

Ｇｉ＝ｕｉ，　１≤ｉ≤ａ－１；

Ｇａ－１＋ｊ＝ｖｊ，　１≤ｊ≤ａ－１；

Ｇ２ａ－２＋ｋ ＝ｗｋ，　１≤ｋ≤ｎ－２ａ；

Ｇｎ－１ ＝ｘ
２＋ｙ２；

Ｇｎ ＝ｘ
ａ＋∑

ａ－１

ｉ＝１
ｕｉｘ

ｉ＋∑
ｂ－１

ｊ＝１
ｖｊｘ
ｊ－１















ｙ．

这里２ａ≤ｎ．
２．５　稳定映射芽的奇点分类

通过先前对稳定映射芽特征、分类的描述，对

光滑映射芽稳定性与无穷小稳定性之间关系的讨

论，接下来对光滑映射引入稳定性概念，并且简单

讨论稳定映射的奇点分类．

定义１０　Ｃ∞映射ｆ：Ｒｎ→Ｒｐ叫做稳定映射，如

果存在 ｆ在 Ｃ∞（Ｒｎ，Ｒｐ）中的邻域 Ｕ，使得对任意

ｇ∈Ｕ，ｇ　Ａ－等价于ｆ．
从定义１０可知，所有稳定映射在 Ｃ∞（Ｒｎ，Ｒｐ）

中形成一个开集．所有稳定映射在映射空间
Ｃ∞（Ｒｎ，Ｒｐ）中能构成一个稠密子集．

定义１１　在映射空间Ｃ∞（Ｒｎ，Ｒｐ）中，所有常

态稳定映射组成稠密子集的充要条件是维数对

（ｎ，ｐ）满足下列条件之一：
（ａ）ｐ＜７ｓ＋８，当ｓ≥４；
（ｂ）ｐ＜７ｓ＋９，当３≥ｓ≥０；
（ｃ）ｐ＜８，当ｓ＝－１；
（ｄ）ｐ＜６，当ｓ＝－２；
（ｅ）ｐ＜７，当ｓ≤－３．

其中ｓ＝ｐ－ｎ．ｆ：Ｒｎ→Ｒｐ为常态映射是指ｆ为连续

映射，并且对于Ｒｐ中的任意紧致子集 Ｃ，它在 ｆ下

的原像ｆ－１（Ｃ）为Ｒｎ中的紧致子集．

定理１８　在Ｂｏａｒｄｍａｎ意义下，光滑映射的稳
定性是通有性质．

证明　设ｆ：Ｒｎ→Ｒｐ为稳定映射，ｋ为正整数．

需证ｊｋ０ｆ横截于所有 Ｂｏａｒｄｍａｎ子流形∑ｉ１，…，ｉｋ
，这

里ｊｋ０ｆ：Ｒ
ｎ→Ｊｋ，０ｎ，ｐ定义为ｊ

ｋ
０ｆ（ｘ）＝（ｆ－ｆ（ｘ））的ｋ阶

Ｔａｙｌｏｒ多项式．则集Ｄ＝｛｜ｇ：Ｒｎ→Ｒｐ为Ｃ∞ 映射

｜ｊｋ０ｇ∩／∑ｉ１，…，ｉｋ
｝为Ｃ∞（Ｒｎ，Ｒｐ）中的稠密子集．因

为ｆ是稳定的，故存在ｆ在Ｃ∞（Ｒｎ，Ｒｐ）中的邻域Ｕ，

使得Ｕ中的每一ｈ，Ａ－等价于ｆ．由于Ｄ是稠密的，
可取ｇ∈Ｕ∩Ｄ，这意味着ｇ与ｆ是Ａ－等价的，并
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且ｇ满足横截性条件．同理ｆ也满足横截性条件，结
论得证．

定理１９　设ｆ：Ｒｎ→Ｒｐ为稳定映射，则ｆ在任
意点ｘ∈Ｒｎ的芽都是稳定映射芽．

接下来讨论等维数ｎ＝ｐ情形的奇点类型，对
稳定映射ｆ：Ｒｎ→Ｒｎ，由定理１５，ｆ必须横截于一阶

Ｂｏａｒｄｍａｎ子流形∑ｉ
．设 ｎ≤ ３，因一阶奇点集

∑ｉ
（ｆ）的余维数为ｉ２，当ｉ≥２时，∑ｉ

（ｆ）＝，因

此只需考虑属于∑１
类的奇点．而在等维数情形

下，奇点集∑ｉｋ，０
（ｆ）具有余维ｋ，所以在ｋ≤ｎ时才

不为空．于是由定理１５和定理９有以下结论：
定理２０　设ｎ≤３，ｆ：Ｒｎ→Ｒｐ为稳定映射，则
（ｉ）当ｎ＝１时，ｆ在任意点的芽等价于下列芽

之一：

∑０
：ｙ１ ＝ｘ１（正常点），

∑１，０
：ｙ１ ＝ｘ

２
１（极小值点）．

（ｉｉ）当ｎ＝２时，ｆ在任意点的芽等价于下列芽
之一：

∑０ ｙ１ ＝ｘ１
ｙ２ ＝ｘ

{
２

（正常点）；

∑１，０ ｙ１ ＝ｘ１

ｙ２ ＝ｘ
{ ２

２

（折叠）；

∑１，１，０ ｙ１ ＝ｘ１

ｙ２ ＝ｘ
３
２＋ｘ１ｘ

{
２

（尖点）．

（ｉｉｉ）当ｎ＝３时，ｆ在任意点的芽等价于下列
芽中的一个：

∑０

ｙ１ ＝ｘ１
ｙ２ ＝ｘ２
ｙ３ ＝ｘ

{
３

（正常点）；

∑１，０

ｙ１ ＝ｘ１
ｙ２ ＝ｘ２

ｙ３ ＝ｘ
{

２
３

（折叠）；

∑１，１，０

ｙ１ ＝ｘ１
ｙ２ ＝ｘ２

ｙ３ ＝ｘ
３
３＋ｘ１ｘ

{
３

（尖点）；

∑１，１，１，０

ｙ１ ＝ｘ１
ｙ２ ＝ｘ２

ｙ３ ＝ｘ
４
３＋ｘ１ｘ３＋ｘ２ｘ

{
２
３

（燕尾）．

当ｎ＝４时，稳定映射ｆ：Ｒ４→Ｒ４不仅有∑１
类

奇点，还有∑２
类奇点，但无∑３

类奇点（ｉ≥３）．

现在∑２
（ｆ）可分解为∑２，０

（ｆ）和∑２，１
（ｆ）及

∑２，２
（ｆ），其余维数分别为４，７和１０，因此只能出

现∑２，０
类奇点．应用定理１５和定理９及定理１４得

到下面的结论：

定理２１　设ｆ：Ｒ４→Ｒ４为稳定映射，则它在任
意点的芽等价于下列芽之一：

∑０ ｙｉ＝ｘｉ，１≤ｉ≤３，

ｙ４ ＝ｘ４
{

；

∑１，０ ｙｉ＝ｘｉ，１≤ｉ≤３，

ｙ４ ＝ｘ
２
４

{
；

∑１，１，０ ｙｉ＝ｘｉ，１≤ｉ≤３，

ｙ４ ＝ｘ
３
４＋ｘ１ｘ４

{
；

∑１，１，１，０ ｙｉ＝ｘｉ，１≤ｉ≤３，

ｙ４ ＝ｘ
４
４＋ｘ１ｘ４＋ｘ２ｘ

２
４

{
；

∑１，１，１，１，０ ｙｉ＝ｘｉ，１≤ｉ≤３，

ｙ４ ＝ｘ
５
４＋ｘ１ｘ４＋ｘ２ｘ

２
４＋ｘ３ｘ

３
４

{
；

∑２，０

Ｉ２，２

ｙ１ ＝ｘ１，

ｙ２ ＝ｘ２，

ｙ３ ＝ｘ３ｘ４，

ｙ４ ＝ｘ
２
３＋ｘ

２
４＋ｘ１ｘ３＋ｘ２ｘ４










；

∑２，０

ＩＩ２，２

ｙ１ ＝ｘ１，

ｙ２ ＝ｘ２，

ｙ３ ＝ｘ３ｘ４，

ｙ４ ＝ｘ
２
３－ｘ

２
４＋ｘ１ｘ３＋ｘ２ｘ４










．

３　结论

研究光滑映射的奇点的基本几何思想其实类

似于函数的情形，但两者也有重要的差别．如在对
余维数很小的光滑映射芽进行简单分类时，应限制

为具有最低余维数的映射芽，即笔者研究的稳定映

射芽．对于函数芽来说，这一概念指的是非奇异芽，

并且当考虑位势芽时为Ｍｏｒｓｅ芽．然而对一般的映
射芽而言，存在许多种稳定芽，因此稳定映射芽的

分类有很大难度，需要具体问题具体分析，所以，在

今后的研究中需要关注一些具体的稳定映射芽的

分类．
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