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摘　　　要：基于有限差分法得到时间离散格式和利用有限点法建立离散代数系统，提出了数值求解时间
分数对流扩散方程的无网格有限点法，详细推导了时间离散格式是无条件稳定的和该方法的理论误差估计．数
值算例验证了理论结果，并验证了该方法的有效性和收敛性．
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０　引言

对流扩散方程是偏微分方程中一个重要的方程，而分数阶对流扩散方程能够对各种复杂的异常扩散

现象［１－２］精准刻画．目前可用于求解分数阶对流扩散方程的方法有有限差分法［３］３０５，［４］、有限元法［５］、有限

体积法［６］、隐式无网格方法［７］、径向基函数无网格插值法［８］等．
传统的基于网格的数值方法无法很好地得到科学和工程领域的一些复杂问题的解，无网格方法［９］克

服了对于网格的依赖，并且具有较高的计算精度．有限点法［１０］１，［１１］是在散乱的离散点集上，基于移动最小

二乘近似构造数值解和配点技术形成离散代数方程组，是一种最流行和最简单的无网格方法，已广泛用于

科学工程领域．
针对时间分数阶对流扩散方程提出了一种有限点方法．首先，用Ｌ２－１σ

［１２］４２４逼近离散Ｃａｐｕｔｏ分数阶
导数，用二阶中心差商离散扩散项和对流项，得到时间离散格式，并对该格式进行稳定性和收敛性分析；其

次，用有限点法离散代数系统；再次，借鉴文献［１０］３－６的思路求解时间分数对流扩散方程的快速有限点法的

理论误差估计；最后，给出数值验证该方法的有效性和合理性．

１　给出问题

考虑以下时间分数阶对流扩散方程的初边值问题：
Ｃ
０Ｄαｔｕ（ｘ，ｔ）＝λΔｕ（ｘ，ｔ）－γ

Δ

ｕ（ｘ，ｔ）＋ｆ（ｘ，ｔ），ｘ∈Ω，ｔ∈（０，Ｔ］， （１）
ｕ（ｘ，０）＝φ（ｘ），ｘ∈Ω， （２）

ｕ（ｘ，ｔ）＝珔ｕ（ｘ，ｔ），ｘ＝Ω，ｔ∈（０，Ｔ］． （３）
式中Ω是求解区域，λ是正扩散项系数，γ是正对流项系数，珔ｕ（ｘ，ｔ）和 φ（ｘ）是已知函数，Δ是拉普拉斯算
子，

Δ

是梯度微分算子．Ｃ０Ｄαｔｕ（ｘ，ｔ）是α（０＜α＜１）阶Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数，其定义为

Ｃ
０Ｄαｔｕ（ｘ，ｔ）＝

１
Γ（１－α）∫０

ｔ

（ｔ－ｓ）－αｕ（ｘ，ｓ）
ｓ

ｄｓ．

２　时间离散及其稳定性与收敛性分析

２．１　时间离散
为了近似Ｃ

０Ｄαｔｕ（ｘ，ｔ），记 ｔｎ＝ｎτ，ｕ
ｎ（ｘ）＝ｕ（ｘ，ｔｎ），ｎ＝０，１，２，…，Ｔ／τ，其中 τ＞０是时间步长，取 σ＝
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１－α／２，则ｔｎ＋σ＝（ｎ＋σ）τ，ｕ（ｘ，ｔｎ＋σ）＝ｕ
ｎ＋σ（ｘ），显然 ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ）＝φ（ｘ）．对 Ｃａｐｕｔｏ导数基于 Ｌ２－

１σ
［１２］４２８插值逼近，在点（ｘ，ｔｎ－１＋σ）处离散，有

Ｃ
０Ｄαｔｕ

ｎ－１＋σ（ｘ）＝ τ－α

Γ（２－α）∑
ｎ－１

ｋ＝０
Ｃ（ｎ，α）ｋ ［ｕｎ－ｋ（ｘ）－ｕｎ－ｋ－１（ｘ）］＋ｏ（τ３－α），ｎ＝１，２，…，Ｔ／τ． （４）

其中Ｃ（１，α）０ ＝σ１－α，ｎ＝１．当ｎ≥２时，

Ｃ（ｎ，α）０ ＝（１＋σ）
２－α－σ２－α
２－α

－（１＋σ）
１－α－σ１－α
２ ，

Ｃ（ｎ，α）ｋ ＝ １
２－α

［（ｋ＋１＋σ）２－α－２（ｋ＋σ）２－α＋（ｋ－１＋σ）２－α］－

　　 １２［（ｋ＋１＋σ）
１－α－２（ｋ＋σ）１－α＋（ｋ－１＋σ）１－α］，　１≤ｋ≤ｎ－２，

Ｃ（ｎ，α）ｎ－１ ＝１２［３（ｎ－１＋σ）
１－α－（ｎ－２＋σ）１－α］－ １

２－α
［（ｎ－１＋σ）２－α－（ｎ－２＋σ）２－α］















．

（５）

用二阶中心差商逼近扩散项和对流项，得

Δｕｎ－１＋σ（ｘ）＝（１－σ）Δｕｎ－１（ｘ）＋σΔｕｎ（ｘ）＋ｏ（τ２）， （６）

Δ

ｕｎ－１＋σ（ｘ）＝（１－σ）

Δ

ｕｎ－１（ｘ）＋σ

Δ

ｕｎ（ｘ）＋ｏ（τ２）． （７）

将式（４）和式（６）～（７）代入式（１），式（１）～（３）可离散化为以下与时间无关的整数阶系统：

κｃ（ｎ，α）０ ｕｎ（ｘ）－λσΔｕｎ（ｘ）＋σγ

Δ

ｕｎ（ｘ）＝ｇｎ（ｘ）＋Ｒｎ， （８）

ｕｎ（ｘ）＝珔ｕｎ（ｘ），ｘ∈Ω，ｎ＝１，２，…，Ｔ／τ． （９）

其中

κ＝ τ－α

Γ（２－α）
，Ｒｎ ＝ｏ（τ２），ｎ＝１，２，…，Ｔ／τ，

ｇｎ（ｘ）＝（１－σ）（λΔｕｎ－１（ｘ）－γ

Δ

ｕｎ－１（ｘ））＋κｃ（ｎ，α）ｎ－１ ｕ
０（ｘ）＋ｆｎ－１＋σ（ｘ）＋κ∑

ｎ－１

ｋ＝１
（ｃ（ｎ，α）ｎ－ｋ－１－ｃ

（ｎ，α）
ｎ－ｋ ）ｕ

ｋ（ｘ）．

此时∑
０

ｋ＝１
（·）＝０．

略去Ｒｎ，设Ｕｎ是ｕｎ（ｘ）的近似值，则Ｕ０ ＝ｕ０（ｘ）＝φ（ｘ），式（８）和（９）可写成

κｃ（ｎ，α）１ Ｕｎ－λσΔＵｎ＋σγ

Δ

Ｕｎ ＝Ｇｎ，ｘ∈Ω，ｎ＝１，２，…，Ｔ／τ， （１０）

Ｕｎ ＝珔ｕｎ（ｘ），ｘ∈Ω，ｎ＝１，２，…，Ｔ／τ． （１１）

其中

Ｇｎ ＝（１－σ）（λΔＵｎ－１－γ

Δ

Ｕｎ－１）＋κ∑
ｎ－１

ｋ＝１
（ｃ（ｎ，α）ｎ－ｋ －ｃ

（ｎ，α）
ｎ－ｋ＋１）Ｕ

ｋ＋κｃ（ｎ，α）ｎ Ｕ０＋ｆｎ－１＋σ，

ｘ∈Ω，ｎ＝１，２，…，Ｔ／τ． （１２）

２．２　时间离散格式的稳定性分析

引理１［１２］４３０　式（５）满足ｃ（ｎ，α）０ ＞ｃ（ｎ，α）１ ＞… ＞ｃ（ｎ，α）ｎ－１ ＞（１－α）ｎ－α，并且（２σ－１）ｃ（ｎ，α）０ －σｃ（ｎ，α）１ ＞０．

引理２［１３］　设Ω为内积空间，（·，·）为Ω中的内积，‖·‖Ｌ２（Ω）为导出的范数，０≤α＜１，σ＝１－

α／２，已知｛ｃ（ｎ，α）ｋ ０≤ｋ≤ｎ－１｝满足引理１中的关系式，则对任意ｕ０，ｕ１，…，ｕｎ∈Ω，有

∑
ｎ－１

ｋ＝０
ｃ（ｎ，α）ｋ （（ｕｎ－ｋ－ｕｎ－ｋ－１），σｕｎ＋（１－σ）ｕｎ－１）≥

１
２∑
ｎ－１

ｋ＝０
ｃ（ｎ，α）ｋ （‖ｕｎ－ｋ‖２

Ｌ２（Ω）－‖ｕ
ｎ－ｋ－１‖２

Ｌ２（Ω）），ｎ＝１，２，… （１３）
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定理１　如果Ｕｎ∈Ｈ１０（Ω），则通过式（１０）可以得到时间离散方案是无条件稳定的．

证明　用σＵｎ＋（１－σ）Ｕｎ－１在式（１０）两边同时做内积，可得

κ∑
ｎ－１

ｋ＝０
ｃ（ｎ，α）ｋ （Ｕｎ－ｋ－Ｕｎ－ｋ－１，σＵｎ＋（１－σ）Ｕｎ－１）－λ（σΔＵｎ＋（１－σ）ΔＵｎ－１，σＵｎ＋（１－σ）Ｕｎ－１）＋

γ（σΔＵｎ＋（１－σ）

Δ

Ｕｎ－１，σＵｎ＋（１－σ）Ｕｎ－１）＝（ｆｎ－１＋σ，σＵｎ＋（１－σ）Ｕｎ－１）． （１４）

根据Ｇｒｅｅｎ公式和Ｆｒｉｅｄｉｃｈｓ不等式可得

－λ（σΔＵｎ＋（１－σ）ΔＵｎ－１，σＵｎ＋（１－σ）Ｕｎ－１）＝

λσ

Δ

Ｕｎ＋（１－σ）

Δ

Ｕｎ－１ ２
Ｌ２（Ω）≥λＣσＵ

ｎ＋（１－σ）Ｕｎ－１ ２
Ｌ２（Ω）． （１５）

其中Ｃ是一个正常数．

根据分部积分法，有

－（σ

Δ

Ｕｎ＋（１－σ）

Δ

Ｕｎ－１，σＵｎ＋（１－σ）Ｕｎ－１）＝（σＵｎ＋（１－σ）Ｕｎ－１，σ

Δ

Ｕｎ＋（１－σ）

Δ

Ｕｎ－１）＝

（σ

Δ

Ｕｎ＋（１－σ）

Δ

Ｕｎ－１，σＵｎ＋（１－σ）Ｕｎ－１），

所以，

γ（σ

Δ

Ｕｎ＋（１－σ）

Δ

Ｕｎ－１，σＵｎ＋（１－σ）Ｕｎ－１）＝０． （１６）

由ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ不等式和 Ｙｏｕｎｇ不等式，得

（ｆｎ－１＋σ，σＵｎ＋（１－σ）Ｕｎ－１）≤ ｆｎ－１＋σ Ｌ２（Ω） σＵ
ｎ＋（１－σ）Ｕｎ－１ Ｌ２（Ω）≤

λＣσＵｎ＋（１－σ）Ｕｎ－１ ２
Ｌ２（Ω）＋

１
４λＣｆ

ｎ－１＋σ ２
Ｌ２（Ω）． （１７）

应用引理２，将式（１５）～（１７）代入式（１４），得

κ
２∑
ｎ－１

ｋ＝０
ｃ（ｎ，α）ｋ （Ｕｎ－ｋ ２－ Ｕｎ－ｋ－１ ２）＋λＣσＵｎ＋（１－σ）Ｕｎ－１ ２

Ｌ２（Ω）≤

λＣσＵｎ＋（１－σ）Ｕｎ－１ ２
Ｌ２（Ω）＋

１
４λＣｆ

ｎ－１＋σ ２
Ｌ２（Ω）， （１８）

即

ｃ（ｎ，α）０ Ｕｎ ２
Ｌ２（Ω）≤∑

ｎ－１

ｋ＝１
（ｃ（ｎ，α）ｎ－ｋ－１－ｃ

（ｎ，α）
ｎ－ｋ ）Ｕｋ ２Ｌ２（Ω）＋ｃ

（ｎ，α）
ｎ－１ Ｕ０ ２

Ｌ２（Ω）＋
１
２λＣκｆ

ｎ－１＋σ
Ｌ２（Ω）． （１９）

由引理１知 １
２ｃ（ｎ，α）ｎ－１ λＣκ

＝
Γ（１－α）ｔαｎ
２λＣ

，所以式（１９）可写成

ｃ（ｎ，α）０ Ｕｎ ２
Ｌ２（Ω）≤∑

ｎ－１

ｋ＝１
（ｃ（ｎ，α）ｎ－ｋ－１－ｃ

（ｎ，α）
ｎ－ｋ ）Ｕｋ ２Ｌ２（Ω）＋ｃ

（ｎ，α）
ｎ－１ Ｕ０ ２

Ｌ２（Ω）＋
１

２ｃ（ｎ，α）ｎ－１ λＣκ
ｆｎ－１＋σ ２

Ｌ２（Ω( )） ＝

∑
ｎ－１

ｋ＝１
（ｃ（ｎ，α）ｎ－ｋ－１－ｃ

（ｎ，α）
ｎ－ｋ ）Ｕｋ ２Ｌ２（Ω）＋ｃ

（ｎ，α）
ｎ－１ Ｕ０ ２

Ｌ２（Ω）＋
Γ（１－α）ｔαｎ
２λＣ ｆｎ－１＋σ ２

Ｌ２（Ω( )） ．
用数学归纳法可得

Ｕｋ ２Ｌ２（Ω）≤ Ｕ０ ２
Ｌ２（Ω）＋

Γ（１－α）
２λＣ

ｍａｘ
０≤ｊ≤ｋ
ｔαｊ ｆｊ－１＋σ ２

Ｌ２（Ω），ｋ＝１，２，…，Ｔ／τ．

即证明了时间离散方案是无条件稳定的．

２．３　时间离散格式的收敛性分析

定理２　设｛Ｕｎ，ｎ＝０，１，２，…，Ｔ／τ｝为式（８）的数值解，｛ｕｎ，ｎ＝０，１，２，…，Ｔ／τ｝为其解析解，令ｅｎ＝

Ｕｎ－ｕｎ，ｎ＝０，１，…，Ｔ／τ，则

ｅｎ Ｌ２（Ω）≤ Γ（１－α）Ｔα／２λ槡 Ｃ（τ２）．

证明　由式（２）知ｅ０ ＝０．当ｘ∈Ω时，Ｕｎ ＝ｕｎ ＝珔ｕｎ，所以，ｅｎ∈Ｈ１０（Ω）．可以得到
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κ∑
ｎ－１

ｋ＝０
ｃ（ｎ，α）ｋ （ｅｎ－ｋ－ｅｎ－ｋ－１，σｅｎ＋（１－σ）ｅｎ－１）－λ（σΔｅｎ＋（１－σ）Δｅｎ－１，σｅｎ＋（１－σ）ｅｎ－１）＋

γ（σ

Δ

ｅｎ＋（１－σ）

Δ

ｅｎ－１，σｅｎ＋（１－σ）ｅｎ－１）＝（Ｒｎ，σｅｎ＋（１－σ）ｅｎ－１），

由定理１类似证明过程即得定理２．

３　空间离散

为了得到式（８）的近似解，设｛ｘｉ｝
Ｎ
ｉ＝１是 珚Ω上的Ｎ个节点，节点距离为ｈ＝ｍａｘ１≤ｉ≤Ｎ－１ ｘｉ＋１－ｘｉ．基于

移动最小二乘近似［１４］５，可得

ｕｎ（ｘ）≈ｕｎｈ（ｘ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
Φｉ（ｘ）ｕ

ｎ
ｉ，ｎ＝１，２，…，Ｔ／τ． （２０）

式中ｕｎｉ是ｕ在点（ｘｉ，ｔｎ）的近似值，Φｉ（ｘ）是移动最小二乘近似构造的形函数
［１４］６．

通过式（２０）可以得到

Δ

ｕｎ（ｘ）≈

Δ

ｕｎｈ（ｘ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１

Δ

Φｉ（ｘ）ｕ
ｎ
ｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１

Φｉ（ｘ）
ｘ

ｕｎｉ， （２１）

Δｕｎ（ｘ）≈Δｕｎｈ（ｘ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ΔΦｉ（ｘ）ｕ

ｎ
ｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１

２Φｉ（ｘ）
ｘ２

ｕｎｉ． （２２）

当ｘｊ∈Ω时，将式（２０）～（２２）代入式（８）并略去一切误差得

κｃ（ｎ，α）０ ∑
Ｎ

ｉ＝１
Φｉ（ｘｊ）ｕ

ｎ
ｉ－λσ∑

Ｎ

ｉ＝１
ΔΦｉ（ｘｊ）ｕ

ｎ
ｉ＋σγ∑

Ｎ

ｉ＝１

Δ

Φｉ（ｘｊ）ｕ
ｎ
ｉ ＝ｇ

ｎ
ｊ． （２３）

其中ｇｎｊ ＝λ（１－σ）Δｕ
ｎ－１
ｊ －（１－σ）γ

Δ
ｕｎ－１ｊ ＋κ∑

ｎ－１

ｋ＝１
（ｃ（ｎ，α）ｎ－ｋ－１－ｃ

（ｎ，α）
ｎ－ｋ ）ｕ

ｋ
ｊ＋κｃ

（ｎ，α）
ｎ ｕ０ｊ＋ｆ

ｎ－１＋σ
ｊ ．

当ｘｊ∈Ω时，将式（２０）代入式（３），得

∑
Ｎ

ｉ＝１
Φｉ（ｘｊ）ｕ

ｎ
ｉ ＝珔ｕ

ｎ（ｘｊ），ｎ＝１，２，…，Ｔ／τ． （２４）

最终根据式（２３）～（２４），用矩阵形式表示式（１）～（３）问题的有限点法离散代数系统如下：

Ｋｕｎｈ ＝Ｇ
ｎ，　ｎ＝１，２，…，Ｔ／τ． （２５）

其中ｕｎｈ ＝（ｕ
ｎ
１，ｕ

ｎ
２，…，ｕ

ｎ
Ｎ）
Ｔ．

［Ｋ］ｉｊ＝
κｃ（ｎ，α）１ （Φｉ（ｘｊ）－λσΔΦｉ（ｘｊ）＋σγ

Δ

Φｉ（ｘｊ）），ｊ＝２，３，…，Ｎ－１，

Φｉ（ｘｊ），　　ｊ＝１，
{ Ｎ．

（２６）

［Ｇｎ］ｊ＝
ｇｎｊ，ｊ＝２，３，…，Ｎ－１，

珔ｕｎ（ｘｊ），　ｊ＝１，
{ Ｎ．

（２７）

４　误差分析

定理３　如果ｕｎ∈Ｈｓ＋１（Ω）是式（１）～（３）的解析解，则

ｕｎ－ｕｎｈ ２ ｕｎ ２≤ｃ（τ
２＋ｈｍｉｎ（ｓ，^ｍ）＋１）． （２８）

其中ｕｎ ＝（ｕｎ１，ｕ
ｎ
２，…，ｕ

ｎ
Ｎ）
Ｔ，ｕｎｈ是由式（２５）得到的有限点法近似解，^ｍ是移动最小二乘近似中基函数的最

大次数，ｃ是独立于τ，ε和ｈ的常数．

证明　设ｖｎ（ｘ）满足

κｃ（ｎ，α）０ ｖｎ（ｘ）－λσΔｖｎ（ｘ）＋σγ

Δ

ｖｎ（ｘ）＝ｇｎ（ｘ），ｘ∈Ω， （２９）

则根据定理２可得 ｕｎ－ｖｎ Ｌ２（Ω）≤ｃ１（τ
２），令ｖｎ ＝（ｖｎ（ｘ１），ｖ

ｎ（ｘ２），…，ｖ
ｎ（ｘＮ））

Ｔ，则
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ｕｎ－ｖｎ ２ ｕｎ ２≤ｃ２ ｕ
ｎ－ｖｎ Ｌ２（Ω） ｕｎ Ｌ２（Ω）≤ｃ３（τ

２）． （３０）

设Ｒｊ是半径为 ｈｊ的节点 ｘｊ的影响域，区域 珘Ｒｊ Ωｊ＝｛ｘ ｘ－ｘｊ ＜ｈｊ＋ｍａｘ１≤ｉ≤Ｎｈｉ｝满足Ωｊ∩

（Ω∪Ω）关于珘Ｒｊ是星形的
［１５］，ｖｎｅ属于空间Ｖ

ｎ
ｅ＝ ｖｎｅｖ

ｎ
ｅ∈Ｈ

ｍ^＋１（Ω），ｖｎ（ｘ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
Φｉ（ｘ）ｖ

ｎ
ｅ（ｘｉ{ }），Ｑｍ^ｖｎｅ是

ｖｎｅ在 珘Ｒｊ上的 ｍ^＋１次泰勒多项式，根据文献［１６］得，余项Ｒ
ｍ^ｖｎｅ ＝ｖ

ｎ
ｅ－Ｑ

ｍ^ｖｎｅ满足

Ｒｍ^ｖｎｅ Ｌ２（Ω）≤ｃ４ｈ
ｍ^＋１ ｖｎｅ Ｈｍ^＋１（Ω），Ｒ

ｍ^ｖｎｅ Ｌ∞（Ω）≤ｃ５ｈ
ｍ^＋１／２ ｖｎｅ Ｈｍ^＋１（Ω）． （３１）

令ｖｎｅ ＝（ｖ
ｎ
ｅ（ｘ１），ｖ

ｎ
ｅ（ｘ２），…，（ｖ

ｎ
ｅ（ｘＮ））

Ｔ，由式（３１）可得

Ｒｍ^ｖｎｅ ２ ｕｎ ２≤ｃ６ Ｒ
ｍ^ｖｎｅ Ｌ２（Ω） ｕｎ Ｌ２（Ω）≤ｃ７ｈ

ｍ^＋１． （３２）

因为Ｑｍ^ｖｎｅ是 ｍ^次多项式，根据移动最小二乘的重构性质
［１４］１２可得ｖｎ（ｘ）＝∑

Ｎ

ｉ＝１
Φｉ（ｘ）ｖ

ｎ
ｅ（ｘｉ）＝Ｑ

ｍ^ｖｎｅ（ｘ）＋

∑
Ｎ

ｉ＝１
Φｉ（ｘ）Ｒ

ｍ^ｖｎｅ（ｘｉ），所以

ｖｎｅ（ｘ）＝Ｑ
ｍ^ｖｎｅ（ｘ）＋Ｒ

ｍ^ｖｎｅ（ｘ）＝ｖ
ｎ（ｘ）＋Ｒｍ^ｖｎｅ（ｘ）－∑

Ｎ

ｉ＝１
Φｉ（ｘ）Ｒ

ｍ^ｖｎｅ（ｘｉ）． （３３）

对于任意ｉ∈∧ｊ＝｛ｉｄｉｓｔ（ｘｉ，Ｒｊ）＜ｈｉ｝，根据文献
［１４］１３得∑

ｋ∈∧ｊ
Φｋ Ｌ２（Ｒｊ∩Ω）

≤ｃ８ｈ
１／２，再根据式（３１）

和式（３３）可得 ｕｎ－ｖｎｅ Ｌ２（Ω）≤ｃ９ｈ
ｍ^＋１ ｖｎｅ Ｈ珚ｍ＋１（Ω），所以

ｖｎ－ｖｎｅ ２ ｕｎ ２≤ｃ１４ ｖ
ｎ－ｖｎｅ Ｌ２（Ω） ｕｎ Ｌ２（Ω）≤ｃ１０ｈ

ｍ^＋１． （３４）

设珋ｓ＝ｍｉｎ（^ｍ，ｓ），Ｑ珋ｓｕｎｈ和Ｑ
珋ｓｖｎ分别是 ｕｎｈ和 ｖ

ｎ的珋ｓ＋１次泰勒多项式，余项为 Ｒ珋ｓｕｎｈ ＝ｕ
ｎ
ｈ－Ｑ

珋ｓｕｎｈ和

Ｒ珋ｓｖｎ ＝ｖｎ－Ｑ珋ｓｖｎ．根据式（３２），类似地可得

Ｒ珋ｓｖｎ ２ ｕｎ ２≤ｃ１１ｈ
珋ｓ＋１，Ｒ珋ｓＵｎｈ ２ ｕｎ ２≤ｃ１２ｈ

珋ｓ＋１． （３５）

另外，根据式（３３）可得

ｖｎｅ（ｘｉ）＝Ｑ
珋ｓｖｎ（ｘｉ）＋Ｒ

珋ｓｖｎ（ｘｉ）＋Ｒ
ｍ^ｖｎｅ（ｘｉ）－∑

Ｎ

ｌ＝１
Φｌ（ｘｉ）Ｒ

ｍ^ｖｎｅ（ｘｌ），ｉ＝１，２，…，Ｎ． （３６）

根据移动最小二乘近似的重构性质和式（２９），可得

κ∑
Ｎ

ｉ＝１
［ｃ（ｎ，α）０ Φｉ（ｘｊ）－λσΔΦｉ（ｘｊ）＋σγ

Δ

Φｉ（ｘｊ）］Ｑ
珋ｓｖｎ（ｘｉ）＝κｃ

（ｎ，α）
０ Ｑ珋ｓｖｎ（ｘｊ）－

λσΔＱ珋ｓｖｎ（ｘｊ）＋σγ

Δ

Ｑ珋ｓｖｎ（ｘｊ）＝ｇ
ｎ（ｘｊ）Ｑ

珋ｓｖｎ（ｘｉ）＝ｇ
ｎ（ｘｊ）－Ｒ

珋ｓｇｎ（ｘｊ），ｘｊ∈Ω．

将式（２３）的左侧用ｖｎｅ代替ｕ
ｎ，再根据式（３６）可得

∑
Ｎ

ｉ＝１
［κｃ（ｎ，α）０ Φｉ（ｘｊ）－λσΦｉ，ｘｘ（ｘｊ）＋σγΦｉ，ｘ（ｘｊ）］ｖ

ｎ
ｅ（ｘｉ）＝

ｇｎ（ｘｊ）－Ｒ
珋ｓｇｎ（ｘｊ）＋ｒ

ｎ（ｘｊ），　ｘｊ∈Ω． （３７）

其中

ｒｎ（ｘｊ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
（κｃ（ｎ，α）０ Φｉ（ｘｊ）－λσΦｉ，ｘｘ（ｘｊ）＋σγΦｉ，ｘ（ｘｊ））·

Ｒ珋ｓｖｎ（ｘｉ）＋Ｒ
ｍ^ｖｎｅ（ｘｉ）－∑

Ｎ

ｌ＝１
Φｌ（ｘｉ）Ｒ

ｍ^ｖｎｅ（ｘｌ( )）． （３８）

根据式（２４）得

∑
Ｎ

ｉ＝１
Φｉ（ｘｊ）Ｑ

珋ｓｖｎ（ｘｉ）＝Ｑ
珋ｓｖｎ（ｘｊ）＝Ｑ

珋ｓ珔ｕｎ（ｘｊ）＝珔ｕ
ｎ（ｘｊ）－Ｒ

珋ｓ珔ｕｎ（ｘｊ），ｘｊ∈Ω． （３９）

将式（３６）代入式（３９），得
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∑
Ｎ

ｉ＝１
Φｉ（ｘｊ）ｖ

ｎ
ｅ（ｘｉ）＝珔ｕ

ｎ（ｘｊ）－Ｒ
珋ｓ珔ｕ（ｘｊ）＋ｒ

ｎ（ｘｊ），ｘｊ∈Ω． （４０）

其中

ｒｎ（ｘｊ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
Φｉ（ｘｊ）Ｒ珋ｓｖｎ（ｘｉ）＋Ｒ

ｍ^ｖｎｅ（ｘｉ）－∑
Ｎ

ｌ＝１
Φｌ（ｘｉ）Ｒ

ｍ^ｖｎｅ（ｘｌ( )），ｘｊ∈Ω． （４１）

式（３７）和式（４０）可以写成矩阵形式：

Ｋｖｎｅ ＝Ｇ
ｎ－Ｒ珋ｓＧｎ＋ｒｎ． （４２）

其中Ｋ和Ｇｎ分别由式（２６）和式（２７）给出，ｒｎ ＝（ｒｎ（ｘ１），ｒ
ｎ（ｘ２），…，ｒ

ｎ（ｘＮ））
Ｔ．又根据式（３８）和式（４１）

得ｒｎ ＝Ｋ（Ｒ珋ｓｖｎ＋Ｒｍ^ｖｎｅ－ΦＲ
ｍ^ｖｎｅ），其中 Φ ＝（Φｉ（ｘｊ））

Ｎ
ｉ，ｊ＝１．将式（４２）减去式（２５），可得 Ｋ（ｖ

ｎ
ｅ－ｕ

ｎ
ｈ）＝

ｒｎ－Ｒ珋ｓＧｎ，即得

ｖｎｅ－ｕ
ｎ
ｈ ＝Ｋ

－１ｒｎ－Ｒ珋ｓＫ－１Ｇｎ ＝Ｒ珋ｓｖｎ＋Ｒ珟ｍｖｎｅ－ΦＲ
珟ｍｖｎｅ－Ｒ

珋ｒｕｎｈ． （４３）

因此，通过式（３２）和式（３５）有

ｖｎｅ－ｕ
ｎ
ｈ ２≤ Ｒ珋ｓｖｎ ２＋ Ｒ

珚ｍｖｎｅ ２＋ｃ１３ Ｒ
珟ｍｖｎｅ ２＋ Ｒ珋ｓｕｎｈ ２≤ｃ１４ｈ

ｍｉｎ（ｓ，^ｍ）＋１ ｕｎ Ｌ２（Ω）． （４４）

最后，根据式（３０）、式（３４）和式（４４）得出式（２８）．

５　数值算例

考虑如下时间分数对流扩散方程：

Ｃ
０Ｄαｔｕ（ｘ，ｔ）＝

２ｕ
ｘ２
－ｕ
ｘ
＋ｆ（ｘ，ｔ），　（ｘ，ｔ）∈［０，１］×［０，１］．

该问题的解析解为ｕ（ｘ，ｔ）＝ｓｉｎ（πｘ）ｔ３＋α，初边值条件和ｆ（ｘ，ｔ）可根据解析解得到．在数值计算时选取二

次基函数ｐ（ｘ）＝［１，ｘ，ｘ２］Ｔ．

图１给出了当ｔ＝１，空间间距ｈ＝１／２０与时间间距τ＝１／２０时的数值解和误差，可以看出数值解和

解析解吻合得很好，数据也显示绝对误差小于３×１０－３，说明笔者使用的有限点法具有较高的计算精度．

图１　算例在α＝０．５，ｔ＝１，ｈ＝１／２０和τ＝１／２０时的数值解和绝对误差

图２和图３分别给出了当τ＝０．０１或者ｈ＝０．０１时，Ｌ∞ 误差和Ｌ２误差与空间步长ｈ或者时间步长

τ之间的关系．可以看出，误差随着τ和ｈ的变小而变小，且数值解大约以τ２和ｈ２速度收敛于解析解，这与

理论一致．表１是有限差分法［３］３０８和有限点法不同ｈ、τ和α时的最大误差，有限点法具有更高精度，明显优

于有限差分法．
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图２　当τ＝０．０１时误差与空间步长ｈ的关系

图３　当ｈ＝０．０１时误差与时间步长τ的关系
表１　有限差分法与有限点法在不同的空间步长ｈ、时间步长τ和α时的最大误差

ｈ＝τ
α＝０．５

有限差分法 有限点法

α＝０．８

有限差分法 有限点法

１／２０ ３．５３８０ｅ－０３ ２．６２２０ｅ－０３ １．０５６３ｅ－０２ ３．５４８４ｅ－０３

１／４０ １．０９２４ｅ－０３ ７．１９８２ｅ－０４ ４．３９５４ｅ－０３ ９．４２０３ｅ－０４

１／８０ ３．４６８４ｅ－０４ １．８７７３ｅ－０４ １．８６１０ｅ－０３ ２．４２１４ｅ－０４

１／１６０ １．１２８２ｅ－０４ ４．７８８１ｅ－０５ ７．９７１９ｅ－０４ ６．１２７１ｅ－０５

６　结论

针对时间分数阶对流扩散方程，用有限差分法离散时间变量，用有限点法进行空间离散，推导了详细

的数值计算公式，对时间离散方案进行了稳定性和收敛性分析，分析了该方法的误差估计．理论误差分析
表明，时间和空间收敛率分别约为τ２和ｈ２．数值算例证实了求解时间分数阶对流扩散方程的有限点法的
有效性和收敛性，并验证了理论分析结果．
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