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摘要摘要摘要摘要    

    由於由於由於由於目前目前目前目前網路網路網路網路普及和全球資訊相互普及和全球資訊相互普及和全球資訊相互普及和全球資訊相互快速流通的情況快速流通的情況快速流通的情況快速流通的情況，，，，其中有關其中有關其中有關其中有關數學教育的數學教育的數學教育的數學教育的發展發展發展發展訊息非常地多訊息非常地多訊息非常地多訊息非常地多，，，，

在這在這在這在這當中當中當中當中 wxwxwxwxMaximaMaximaMaximaMaxima 這個電腦代數系統這個電腦代數系統這個電腦代數系統這個電腦代數系統，，，，除了可除了可除了可除了可讓讓讓讓一般一般一般一般學生學生學生學生用來用來用來用來輔助輔助輔助輔助強化數學計算能力強化數學計算能力強化數學計算能力強化數學計算能力的的的的練習練習練習練習，，，，甚至於甚至於甚至於甚至於

也也也也可可可可讓教學者利用軟體的特殊功能作為教學輔助讓教學者利用軟體的特殊功能作為教學輔助讓教學者利用軟體的特殊功能作為教學輔助讓教學者利用軟體的特殊功能作為教學輔助，，，，以程式化以程式化以程式化以程式化方式撰寫方式撰寫方式撰寫方式撰寫自動自動自動自動教學示範步驟教學示範步驟教學示範步驟教學示範步驟，，，，這一點可以這一點可以這一點可以這一點可以

使得學生在課後使得學生在課後使得學生在課後使得學生在課後複習或複習或複習或複習或自修學習者自修學習者自修學習者自修學習者重新加強重新加強重新加強重新加強並並並並彌補以前不懂或較弱的數學彌補以前不懂或較弱的數學彌補以前不懂或較弱的數學彌補以前不懂或較弱的數學單元單元單元單元，，，，即使示範講解過程即使示範講解過程即使示範講解過程即使示範講解過程瑣瑣瑣瑣

碎繁碎繁碎繁碎繁雜雜雜雜，，，，不過由於可一再地提供同類型新題目不過由於可一再地提供同類型新題目不過由於可一再地提供同類型新題目不過由於可一再地提供同類型新題目的的的的計算計算計算計算，，，，使得學習者不會畏懼演算使得學習者不會畏懼演算使得學習者不會畏懼演算使得學習者不會畏懼演算過程而減弱過程而減弱過程而減弱過程而減弱學習學習學習學習的意的意的意的意

願願願願，，，，讓學生讓學生讓學生讓學生能能能能強化強化強化強化觀念觀念觀念觀念與與與與加深演算的加深演算的加深演算的加深演算的熟悉程度熟悉程度熟悉程度熟悉程度。。。。    

                工程數學中求解線性聯立工程數學中求解線性聯立工程數學中求解線性聯立工程數學中求解線性聯立微分方程微分方程微分方程微分方程系統系統系統系統時時時時，，，，常常常常因因因因牽涉到牽涉到牽涉到牽涉到各物理系統之各物理系統之各物理系統之各物理系統之組成方式組成方式組成方式組成方式較較較較為為為為複雜複雜複雜複雜，，，，所以所以所以所以無無無無

法法法法足足足足夠夠夠夠對於系統的控制方程對於系統的控制方程對於系統的控制方程對於系統的控制方程組組組組有效的自動推導有效的自動推導有效的自動推導有效的自動推導，，，，還是得靠熟練的經驗才行還是得靠熟練的經驗才行還是得靠熟練的經驗才行還是得靠熟練的經驗才行。。。。而而而而 wxMaximawxMaximawxMaximawxMaxima 免費免費免費免費軟體軟體軟體軟體除了除了除了除了

強強強強有力的有力的有力的有力的符號代數運算符號代數運算符號代數運算符號代數運算功能功能功能功能外外外外，，，，並並並並提供提供提供提供相關相關相關相關求解求解求解求解指令指令指令指令的的的的使用使用使用使用。。。。本文本文本文本文以程式化以程式化以程式化以程式化輔助講解輔助講解輔助講解輔助講解線性線性線性線性微分方程微分方程微分方程微分方程系系系系

統統統統求解求解求解求解步驟步驟步驟步驟。。。。期望期望期望期望課堂上的課堂上的課堂上的課堂上的演算演算演算演算過程過程過程過程轉化成自動講解的轉化成自動講解的轉化成自動講解的轉化成自動講解的這種方式這種方式這種方式這種方式，，，，可可可可輔助輔助輔助輔助學習學習學習學習緩慢緩慢緩慢緩慢的學生的學生的學生的學生，，，，配合講解配合講解配合講解配合講解

步驟一步一步步驟一步一步步驟一步一步步驟一步一步重新重新重新重新做起做起做起做起，，，，使其使其使其使其重新檢視重新檢視重新檢視重新檢視自己的學習癥結所在自己的學習癥結所在自己的學習癥結所在自己的學習癥結所在，，，，因為因為因為因為課後課後課後課後自行自行自行自行演算演算演算演算練習練習練習練習停頓處通常就是停頓處通常就是停頓處通常就是停頓處通常就是

學習學習學習學習觀念不清楚的地方觀念不清楚的地方觀念不清楚的地方觀念不清楚的地方，，，，這這這這可讓學生可讓學生可讓學生可讓學生學習學習學習學習後後後後，，，，了解了解了解了解自己自己自己自己觀念觀念觀念觀念歧歧歧歧異異異異之處之處之處之處或或或或學習學習學習學習的的的的盲點盲點盲點盲點。。。。 

關鍵詞關鍵詞關鍵詞關鍵詞：：：：電腦代數系統電腦代數系統電腦代數系統電腦代數系統、、、、線性聯立微分方程線性聯立微分方程線性聯立微分方程線性聯立微分方程組組組組、、、、求解自動化求解自動化求解自動化求解自動化    

引言引言引言引言    

    雖然網路上的數學共享軟體 wxMaxima[1]缺乏部份特殊演算功能，另外在網路上

也較少出現中文的使用說明資料，但仍有熱心的使用者[2-4]在網路上提供一些資料來

表達其信賴和建議使用。市面上常見商用軟體如 Maple、Mathematica或 Matlab等的

符號代數演算(Symbolic Algebraic Computing)概念都源自於 Maxima (wxMaxima為其
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視窗介面)，更重要的是學生不必花錢即可擁有這套功能毫不遜色的數學軟體，雖然

wxMaxima 軟體剛開始的使用介面為英文，由於 wxMaxima的計算功能完整性也相當

好，因此新的版本多已附帶有中文化的使用介面，只是對於中小學程度的學生來說，

可能稍嫌困難，然而對於高中大專階段的學生而言，只需記憶一些英文常用指令，如

同電腦高階程式語言一樣，只要背好常用術語，就可以應付大多數的使用需要了。而

且不須花任何錢，加上計算功能非常強大不是陽春型的套裝程式，即使用來做高深研

究的繁雜計算，它也一點都不遜色，這也是本文之所以推薦使用的原因。 

wxMaxima 簡簡簡簡介介介介    

wxMaxima的起源催生者 Schelter[5]教授，他畢業於加拿大 McGill 大學，後來任

教於美國德州大學數學系，對於特殊程式語言 LISP的發展以及 GNU Common LISP

的推行有所貢獻。wxMaxima繼承美國麻省理工學院於 1960 年代發展的電腦代數系統

Macsyma，Schelter教授由 1982 年維護到 2001 年(教授辭世)，並於 1998 年獲得允許

開放程式來源碼供後續程式設計師更新維護。wxMaxima軟體的詳細安裝和使用，因

考慮文章篇幅限制，有興趣者可以自行參閱蔡炎龍老師[2]、王輝清老師[3]、陳中亮老

師[4]等人的網頁或南榮技術學院數位學習網[6]提供的內容，而其它著作[7-12]或相關

網頁[13-18]也提供 wxMaxima豐富的說明。 

 線性微分方程線性微分方程線性微分方程線性微分方程組組組組系統系統系統系統概概概概述述述述    

    對實際存在的物理現象，如果認真且細膩的加以探討，通常是需要複雜的數學模

型才有辦法去闡述它的真正變化。這當中有些問題是牽涉到多變數的函數變化，如自

動控制、RLC 電路分析，質量彈簧和阻尼所構成之震動系統等應用問題，而拉普拉斯

轉換及矩陣通常可相輔相成的用來呈現線性微分方程組系統所出現的問題，由這裡所

衍生出來的狀態方程式將物理現象或問題以 Y´(x)＝AY(x)＋B(x)的數學模型來表

達，進而如何求解便衍生出線性微分方程系統的求解問題，以及解的穩定與否的相關
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詮釋理論等。 

    一般的工程數學書籍中，對於物理問題轉化成微分方程組系統之範例，其詳細說

明因篇幅有限不在此贅述，但可得一普遍性之論述：那就是高階線性常微分方程組可

以化成 n個一階聯立微分方程組。 

      y )n( (x) ＋ a
1n− y )1n( − (x) ＋ a

2n− y )2n( − (x) ＋ … ＋ a
2

y〞(x)  (接下列) 

                  ＋ a
1

y´(x) ＋ a
0

y(x) ＝ b(x)                         (1) 

其中 a
0
、 a

1
 、 a

2
、 … 、 a

2n− 、 a
1n−  ∈∈∈∈ R 。 

在設定 y
1
＝ y(x)、 y

2
＝ y´(x)、 y

3
＝ y〞(x) 、… 、 y

n
＝ y )1n( − (x) 後， 

                 y
1
´ ＝ [   y(x)   ] ´ ＝  y´(x)  ＝ y

2
 

                 y
2
´ ＝ [  y′(x)  ] ´ ＝  y〞(x) ＝ y

3
 

M  

  y
1n− ´ ＝ [  y )2n( − (x)  ] ´ ＝ y )1n( − (x)  ＝ y

n
 

                y
n
´ ＝ [ y )1n( − (x) ] ´  ＝  y )n( (x) (接下列) 

＝ b(x)－a
1n− y

1n− ´－a
2n− y

2n− ´－ … －a
2

y
2
´－a

1
y

1
´－a

0
y(x)         (2) 

＝ b(x)－a
1n− y

n
－a

2n− y
1n− － … －a

2
y

3
－a

1
y

2
－ a

0
y

1
               (3) 

n 階線性常微分方程組可重新寫成下列形式 














−−−−−−=′
=′

=′
=′

−−−

−

1021321n2nn1nn

n1n

32

21

ya  ya  ya         ya  ya    )x(b  y

y  y

y  y

y  y

L

M  
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或以矩陣方程式表達為 Y´(x)＝AY(x)＋B(x)                                (4) 

 其中 Y(x)＝























−
)x(y

)x(y

)x(y

)x(y

n

1n

2

1

M ，A＝























−−−− −1n210
aaaa

1

0000

0100

0010

L

OMMM

L

L

L

，B(x)＝























)x(b

0

0

0

M 。。。。 

    當 B(x)＝零矩陣(零向量)時，此聯立微分方程組稱為齊性(Homogeneous)，否則

稱為非齊性(Nonhomogeneous)。對於聯立系統的求解有拉氏轉換、矩陣對角化及衍生

積分公式法等求解方式，至於孰優孰劣？仍和所面對之問題有關。本文將以 wxMaxima

配合撰寫程式來說明求解過程或步驟，讓學習解題者了解此型問題之解法，進而去推

導相關問題之變化和解之趨勢演變。 

拉氏轉換拉氏轉換拉氏轉換拉氏轉換求解步驟求解步驟求解步驟求解步驟簡述簡述簡述簡述 

    先以簡單之 2 階微分方程組求解為例，式子說明如下。 

例 求解聯立微分方程組






−++−=′
=′

2tty2tyty

tyty

212

21
)()()(

)()(
，起始條件為





=
=

0  )0(y

1  )0(y

2

1 。。。。 

解：由上述微分方程組系統之說明可知此為非齊性聯立微分方程組，可轉化成 

                       Y´( t )＝A Y( t )＋B( t )                            (5)    

其中 Y( t )＝












)(

)(

ty

ty

2

1 ，AAAA＝ 








− 21

10
，B( t )＝ 









− 2t

0
。。。。    

    兩邊取拉氏轉換後，可得 

            ℒ [ Y´( t ) ]  ＝  ℒ [ A Y( t ) ＋ B( t ) ]                        (6)    

                                                s Y
~

( s ) － Y( 0 ) ＝ A Y
~

( s ) ＋ B
~

( s )                       (7) 

            s Y
~

( s ) － A Y
~

( s ) ＝ B
~

( s ) ＋ Y( 0 )                      (8) 
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            ( s I － A ) Y
~

( s ) ＝ B
~

( s ) ＋ Y( 0 )                         (9) 

    此處 I 是和 A 同階的單位矩陣。 

    故        Y
~

( s ) ＝  



s I － A 



 1−   



B
~

( s ) ＋ Y( 0 ) 



          (10) 

    通解(general solution) 

         Y
g

( t ) ＝ ℒ 1−
 



 Y

~
( s ) 




    

                ＝ ℒ 1−
 





 



s I －－－－ A 



 1−   



B
~

( s ) ＋ Y( 0 ) 



 



    

                ＝ ℒ 1−
 





 



s I －－－－ A 



 1−   Y(0) 




 ＋        (續接下列)    

                                                                                                                                ℒ    1−
 





 



s I －－－－ A 



 1−   B
~

( s ) 




 

                ＝ Y
h

( t ) ＋ Y
p

( t )                                   (11)    

 其中 Y
h

( t ) ＝ ℒ    1−








s I－A 



 1−  Y( 0 )



為齊性解(homogeneous solution)， 

 而  Y
p

( t ) ＝ ℒ    1−








s I－A 



 1−  B
~

( s )



為特解(particular solution)。 

   由 AAAA    ＝ 








− 21

10
    和  B( t )    ＝ 









− 2t

0
    ，可得 

    ( s I － A ) ＝ s 







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    
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    所以此 2階微分方程組之通解 Y
g

( t ) ＝ Y
h

( t ) ＋ Y
p

( t )， 

    即 



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
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

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                或分量形式  y
1

( t ) ＝ t ＋ et  － 2 t et  ＝ t ＋ ( 1 － 2 t ) et         (20) 

    和          y
2

( t ) ＝ 1 － et  － 2 t et  ＝ 1 － ( 1 ＋ 2 t ) et        (21) 

拉氏轉換程式化拉氏轉換程式化拉氏轉換程式化拉氏轉換程式化 

     如以 wxMaxima之操作方式搭配程式化可得流程如下之圖示： 

 

圖 1 簡易觀念敘述後，輸入相關矩陣 
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圖 2  依拉氏轉換求解步驟列式(一) 

 
圖 3  依拉氏轉換求解步驟列式(二) 
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圖 4  最後求得通解為齊性解和特解之和 

    再舉 3階之系統如下例所示，省略部份瑣碎的說明，而專注於各種解答之求得。 

例 解聯立微分系統








+−+=′
=′
=′

2tyty 4ty 4ty

tyty

tyty

3213

32

21

)()()()(

)()(

)()(
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






=
=
=

0  0y

1  0y

1  0y
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2

1

)(
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。。。。    

    

圖 5 輸入相關矩陣並求得齊性解 
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圖 6 進一步求得特解，最後得到符合起始條件的通解 

結論結論結論結論    

    工程數學的學習，不僅需具備微積分基礎，內容更涉及各種不同之專業應用，在

微積分還不夠純熟的情況下，進到工程數學更深難度的部份，對多數同學因此造成學

習的障礙與困頓。惟有加強自己的學習信心與演算能力，才有辦法適應這更高層級的

數學難題，當然對於為什麼會衍生出這麼多的工數單元，自然和所學的系科而各有不

同專擅的部份，微分方程在每一位剛接觸工數的學生而言，都會有不同以往和微積分

學習不同之處，那就是解法零零落落，離散而不綿密相連，可能讓初學者有點摸不著

邊的感覺。總之學問之道無它，求其放心而已矣! 

    不管是微積分或工程數學的相關演算，其實多半有其理論之論述和依據，也因此

存在著符號代數演繹的必要性，在課堂講解後若能配合例題演算的自動化顯示，應可

建立學習者不怕演算的信心，而最後回歸到讓學生認知理論的了解才是最重要的。

wxMaxima擁有和其它商業軟體類似的符號演算功能，針對講解步驟可配合程式化的

操作，讓學習反應較慢多半也是計算能力薄弱的同學，可提供非常豐富的求解範例練

習，將演算步驟配合理論說明逐步的呈現，相信對學生課後的練習有很好的輔助。 

    線性微分方程系統有其對應的產生方式，無論是電路中的 RLC 電路電流分析、多
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質量彈簧阻尼系統、管路流體流動問題等，學生將會認識到有非常豐富且變得有點難

度的問題都會衍生出如線性微分方程系統的數學控制方程式，配合起始條件或者是邊

界條件等著去求解。如果被繁雜的計算擊倒了學習信心，那麼以後的學習將如同遍地

荊棘的如影隨形，把繁雜瑣碎的計算交給電腦，讓自己專注於理論的成型以及如何演

變，和各種解法優劣的比較，將會豐富自己的學習，跳脫以往的學習模式，進展到更

有效率但也隨之而來的細膩求真的複雜真實物理世界的探索。 
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