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兩種指數函數的微分問題 

 

余啟輝 

南榮技術學院管理與資訊系助理教授 

 

 

摘要 

本篇論文主要是研究兩種指數函數的微分問題。我們利用 Leibniz 微分法則和逐項微分定理可以求

出這兩種指數函數的任意階導函數，因此大大降低了求解它們高階微分值的困難度。此外，我們舉出

四個指數函數的例子，實際的求出它們的任意階導函數以及一些它們的高階微分值，而這些高階微分

值的答案都是以無窮級數的型式呈現的。另一方面，我們利用數學軟體 Maple 計算出這些高階微分值

以及它們無窮級數解的近似值。 

關鍵字：指數函數、Leibniz微分法則、逐項微分定理、Maple 

 

 

一、前言 

在微積分課程裡，要求函數 )(xf 在 cx  的 m 階微分值( m -th order derivative 

value) )()( cf m (其中 m 為正整數)，一般而言需要經過兩道手續：首先必須求出

)(xf 的m 階導函數 )()( xf m ，其次再代入 cx  才能得到。這兩道手續在求高階微分

值(即m 比較大的情形)時會面臨計算越來越複雜的困境，所以要用手算的方式得到答

案可以說是一件非常不容易的事情，有關微分問題的研究可以參考(高木貞治，1984，

第二章；Edwards & Penney, 1986, chap. 3；Euler, 1997；Grossman, 1992, chap. 2；Larson, 

Hostetler & Edwards, 2006, chap. 2；Marshall, 2000)。針對這一個難題，本篇文章研究

以下兩種指數函數的微分問題 

)( xf ])()exp[( qp dcxbax                     (1) 

以及 

)( xg )]exp()exp[( twxx r                    (2) 
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其中 twrqpdcba ,,,,,,,,,,  為實數。我們利用Leibniz微分法則(Leibniz differential rule)

和逐項微分定理(differentiation term by term theorem)可以求出這兩種指數函數的任意

階導函數，也就是本文兩個主要的結果－定理 1、定理 2，因此大大降低了求解這兩

種指數函數高階微分值的困難度。此外，我們舉出四個指數函數的例子，實際的求出

它們的任意階導函數以及一些它們的高階微分值，而這些高階微分值的答案，都是以

無窮級數的型式呈現的。同時，我們利用數學軟體 Maple 計算出這些高階微分值以及

它們無窮級數解的近似值。另一方面，想要了解 Maple 在其他函數微分問題上的應用

可以參考(余啟輝，2012a, 2012b, 2012c, 2012d, 2012e, 2012f, 2012g, 2012h, 2012i, 2012j, 

2012k, 2012l )。 

 

 

二、主要的理論 

    以下我們先介紹本文中用到的符號： 

符號：(i)函數 )(xf 的m 階導函數記作 )()( xf m ，其中m 為正整數。 

(ii)設 t為實數且 k 為正整數，定義 )1()1()(  ktttt k ;而 1)( 0 t 。 

(iii)設 nm, 為正整數且 mn  ，定義
)!(!

!

nmn

m
n

m











；而 1

0








m
。 

接著介紹本文中用到的兩個重要定理： 

Leibniz 微分法則 (高木貞治，1984，第 68 頁)：設m 為正整數且 )( xu 和 )( xv 都是

對 x 可以m 次微分的函數，則 )( xu 和 )( xv 兩個函數相乘的m 次微分 

)()( muv )()(

0

nnm
m

n
vu

n

m 


 








。       

逐項微分定理 (Apostol, 1975, p230)：如果對所有非負整數 k，函數 Rbagk ),(: 滿足

下列三個條件：(i)存在一點 ),(0 bax  使得 


0
0 )(

k
k xg 收斂，(ii)所有函數 )(xgk 在開區

間 ),( ba 都可以微分，(iii) 


0
)(

k
k xg

dx

d
在 ),( ba 上均勻收斂(uniformly convergent)。則
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0
)(

k
k xg 在開區間 ),( ba 上均勻收斂而且可以微分，其微分 



0
)(

k
k xg

dx

d 





0
)(

k
k xg

dx

d
。 

以下是本文第一個主要的結果，有關指數函數 )(xf ])()exp[( qp dcxbax  任意

階導函數的無窮級數表示法： 

定理 1:設 qpdcba ,,,,, 為實數，m 為正整數且 

)(xf ])()exp[( qp dcxbax   

的定義域為 0)()( 存在且不為qp dcxbaxRx  ，則 )(xf 的m 階導函數 

)()( xf m nqknmpk
nnm

nnm
m

nk
dcxbaxqkpkca

n

m

k


















 )()()()(
!

1

00
 

(3) 

，對所有實數 x 使得 qp dcxbax )()(  存在且不為 0 。 

證明:             )( xf ])()exp[( qp dcxbax                               

 kqp

k
dcxbax

k
])()[(

!

1

0
 




 

                       qkpk

k
dcxbax

k
)()(

!

1

0
 




                    (4) 

所以 )( xf 的任意m 階導函數  

)()( xf m  

])()[(
!

1

0

qkpk
m

m

k
dcxbax

dx

d

k
 




  (利用逐項微分定理)  

)()(

00
])[(])[(

!

1 nqknmpk
m

nk
dcxbax

n

m

k









 






   (利用 Leibniz 微分法則) 

])()([])()([
!

1

00

nqk
n

nnmpk
nm

nm
m

nk
dcxqkcbaxpka

n

m

k
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nqknmpk
nnm

nnm
m

nk
dcxbaxqkpkca

n

m

k



















  )()()()(

!

1

00
 

，對所有實數 x 使得 qp dcxbax )()(  存在且不為 0                        ■ 

接著是本文第二個主要的結果，有關指數函數 )(xg )]exp()exp[( twxx r    

任意階導函數的無窮級數表示法： 

定理 2: 設 rtw ,,,, 為實數，m 為正整數且函數 

)(xg )]exp()exp[( twxx r    

的定義域為 0)( 存在且不為rxRx   ，則 )(xg 的m 階導函數  

)()( xg m )(exp)()(
!

1

00
twxkxrkkw

n

m

k
nmrk

nm
nnnm

m

nk








 









   

(5) 

，對所有實數 x 使得 rx )(   存在且不為 0 。 

證明:             )(xg )]exp()exp[( twxx r                                

 kr

k
twxx

k
)]exp()[(

!

1

0
 




  

                      )(exp)(
!

1

0
twxkx

k
rk

k
 




                   (6) 

所以 )( xg 的m 階導函數  

)()( xg m  

)](exp)[(
!

1

0
twxkx

dx

d

k
rk

m

m

k
 




   (利用逐項微分定理)  

)()(

00
)]([exp])[(

!

1 nnmrk
m

nk
twxkx

n

m

k









 






    (利用 Leibniz 微分法則) 

)](exp[])()([
!

1

00
twxkkwxrk

n

m

k
nnnmrk

nm
nm

m

nk
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)(exp)()(
!

1

00
twxkxrkkw

n

m

k
nmrk

nm
nnnm

m

nk









 









   

，對所有 x 使得 rx )(   存在且不為 0                                    ■ 

 

 

三、例子說明 

接著針對本文所探討的兩種指數函數的微分問題，舉出四個例子實際的利用定理

1 和定理 2 求出這些指數函數的任意階導函數以及一些它們的高階微分值，而這些高

階微分值的答案都是以無窮級數的型式呈現的。另一方面，我們利用 Maple 計算出這

些高階微分值以及它們無窮級數解的近似值。  

 

例題 1:設指數函數 

)(1 xf












 23 )43()12(

1
exp

xx
                   (7) 

的定義域為






 

3

4
,

2

1
xRx 。此函數對應定理 1 中 4,3,1,2  dcba 以及

2,3  qp 的情形。所以由定理 1 我們很容易可以得到 )(1 xf 的任意m 階導函數 

)()(
1 xf m  

nknmk
nnm

nnm
m

nk
xxkk

n

m

k



















  23

00
)43()12()2()3(32

!

1

(8) 

，對所有
3

4
,

2

1
x 。 

因此可以求出 )(1 xf 在
4

3
x 的 11 階微分值 









4

3)11(
1f  

nknk

nn
nn

nk
kk

nk

















 















 

2113

11
11

11

00 4

7
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5
)2()3(32

11
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(9) 

接著我們利用 Maple 算出 







4

3)11(
1f 和它的無窮級數解的近似值：  

>f1:=x->exp(1/((2*x+1)^3*(3*x-4)^2)); 

 

>evalf((D@@11)(f1)(3/4),20); 

 

>evalf(sum(1/k!*sum(11!/(n!*(11-n)!)*2^(11-n)*3^n*product(-3*k-i,i=0..10-n)*  

product(-2*k-j,j=0..n-1)*(5/2)^(-3*k-11+n)*(-7/4)^(-2*k-n),n=0..11),k=0..infinity),20); 

 

 

例題 2:假設指數函數 

)(2 xf













 7

4

2

1

)16()35(exp xx                   (10) 

的定義域為






 

6

1

5

3
xxRx 且 。此函數對應定理 1中 1,6,3,5  dcba 以

及 7/4,2/1  qp 的情形。利用定理 1 我們可以求出 )(2 xf 的任意m 階導函數 

)()(
2 xf m

nknmk

nnm

nnm
m

nk
xxkk

n

m

k




































  7

4

2

1

00
)16()35(

7

4

2

1
65

!

1
 

(11) 

，對所有
5

3
x 且

6

1
x 。 

所以 )(2 xf 在
2

1
x 的 15 階微分值 









2

1)15(
2f

nknk

nn

nn

nk
kk

nk












































  7

415
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1

15

15
15

00
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2
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1
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1
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(12) 

同樣我們利用 Maple 算出 







2

1)15(
2f 和它的無窮級數解的近似值： 

>f2:=x->exp((5*x+3)^(1/2)*(6*x-1)^(4/7)); 

 

>evalf((D@@15)(f2)(1/2),20); 

 

>evalf(sum(1/k!*sum(15!/(n!*(15-n)!)*5^(15-n)*6^n*product(k/2-i,i=0..14-n)*product(4*k

/7-j,j=0..n-1)*(11/2)^(k/2-15+n)*2^(4*k/7-n),n=0..15),k=0..infinity),30); 

 

 

上面 Maple 得到的答案中出現了虛數 I (= 1 )，是因為 Maple 用自己內建的特殊函數

計算的緣故，但因為虛數部分很小，所以是可以忽略的。(12)式等號兩邊在小數點後

第 10 位開始產生誤差，應該算是非常小的誤差。 

 

例題 3: 假設指數函數 

)(1 xg  













 42exp)13(exp 6

5

xx               (13) 

的定義域為






 

3

1
xRx 。此函數對應定理 2 中 4,2,1,3  tw 以及

6/5r 的情形。利用定理 2 我們得到 )(1 xg 的任意m 階導函數 

 )()(
1 xg m )42(exp)13(

6

5
23

!

1 6

5

00





























 xkxkk

n

m

k

nmk

nm

nnnm
m

nk
 

(14) 

，對所有實數
3

1
x 。   
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所以可以求出 )(1 xg 在
2

1
x 的 7 階微分值 









2

1)7(
1g kkk

nk

nk

n

nnn

nk
5exp

2

1

6

5
23

7

!

1 7
6

5

7

7
7

00




































  

               
nk

n

n

nk
kk

n
k

k





































  6

5

7

7

00

7

2

1

6

5

3

27
)5exp(

!

1
6    (15) 

以下是利用 Maple 得到 







2

1)7(
1g 和它的無窮級數解的近似值：  

>g1:=x->exp((3*x-1)^(5/6)*exp(2*x+4)); 

 

>evalf((D@@7)(g1)(1/2),30); 

 

>evalf(6^7*sum(1/k!*exp(5*k)*sum(7!/(n!*(7-n)!)*(2*k/3)^n*product(5*k/6-j,j=0..6-n)*(1

/2)^(5*k/6+n),n=0..7),k=0..infinity),30); 

 

 

上面 Maple 得到的答案中同樣出現了虛數 I，由於虛數部分很小，所以是可以忽略的。

雖然 







2

1)7(
1g 和它的無窮級數解兩者的近似值從左邊算起第 30 位整數開始產生誤

差，但是兩者相對誤差的百分比是非常小的。如果想要更加縮小兩者的誤差值，只要

將 Maple 指令最後的數字 30 改成更大的正整數就可以辦到，只不過 Maple 計算所花

費的時間可能要增加好幾倍。 

例題 4: 假設指數函數 

)(2 xg















73)58(

)36exp(
exp

x

x
                     (16) 
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的定義域為






 

8

5
xRx 。此函數對應定理 2 中 3,6,5,8  tw 以及

7/3r 的情形。利用定理 2 我們得到 )(2 xg 的任意m 階導函數 

 )()(
2 xg m )36(exp)58(

7

3
68

!

1 7

3

00







 





















 xkxkk

n

m

k

nmk

nm

nnnm
m

nk
 

(17) 

，對所有實數
8

5
x 。   

所以可以求出 )(2 xg 在
3

2
x 的 12 階微分值  









3

2)12(
2g kkk

nk

nk

n

nnn

nk
exp

3

31

7

3
68

12

!

1 12
7

3

12

12
12

00




































  

      
nk

n

n

nk
kk

n
k

k





















 






















  7

3

12

12

00

12

3

31

7

3

4

312
exp

!

1

31

24
 

(18) 

我們利用 Maple 算出 







3

2)12(
2g 和它的無窮級數解的近似值如下：  

>g2:=x->exp(exp(6*x-3)/(8*x+5)^(3/7)); 

 

>evalf((D@@12)(g2)(2/3),30); 

 

>evalf((24/31)^12*sum(1/k!*exp(k)*sum(12!/(n!*(12-n)!)*(3*k/4)^n*product(-3*k/7-j,j=0.

.11-n)*(31/3)^(-3*k/7+n),n=0..12),k=0..infinity),30); 

 

 

上面Maple得到的答案中，因為虛數部分很小，所以也是可以忽略的。 
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四、結論 

    由上面四個例子，可以知道定理1和定理2是求解本文所探討的兩種指數函數微分

問題的主要理論依據，並且我們看到Leibniz微分法則和逐項微分定理在我們理論推導

中佔有舉足輕重的地位，事實上這兩個定理的應用十分廣泛，許多困難的問題利用它

們都可以迎刃而解，我們會陸續發表關於這方面的論文。另一方面，也可以看出Maple

在輔助解題上扮演著重要的角色，我們甚至可以利用Maple來設計一些函數的微分問

題，並且試著從中找到解決問題的關鍵。未來我們會將觸角延伸到其他微積分和工程

數學的問題上，並且利用Maple作為輔助工具來解決這些問題。 
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