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權重均值定理的應用 

余啟輝 

南榮科技大學資訊科技系助理教授 

摘要 

本篇文章研究幾種定積分問題。利用複變數函數的冪級數展開式和逐項微分定理先求出一些實變

數函數的任意階導函數，然後由權重均值定理可以求出這幾種定積分的無窮級數表示式。另一方面，

本篇論文舉出幾個定積分的例子實際地求出它們的答案；同時利用數學軟體 Maple 計算出這些定積分

以及它們的無窮級數表示式的近似值來對照驗證本研究的結論。 

 

關鍵字：定積分、權重均值定理、冪級數展開式、逐項微分定理、無窮級數表示式、Maple 

 

 

一、前言 

在微積分和工程數學的課程裡介紹了許多求解積分的方法，其中包含了變數變

換法(change of variables)、分部積分法(integration by parts)、部分分式法(partial fractions)

以及三角代換法(trigonometric substitution)等等。但是對於比較困難的積分問題，利用

上述這些方法不見得可以容易的求出答案，因此(Adams, Gottliebsen, Linton, 和 

Martin, 1999)，(Nyblom, 2007)以及(Oster, 1991) 提出了一些求解積分的其他方法；另

一方面，(余，2012a-2012h, 2013a-2013l, 2014a-2014i)，(余和陳，2014)以及(余和許，

2014)利用逐項積分定理、參數微分法、面積均值定理、Parseval 定理以及廣義的柯西

積分公式等方法來研究一些困難積分的求解問題。本研究利用不同於上面所提到的方

法來求解定積分問題，以下就是本篇文章所探討的四種定積分問題： 
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其中 ,,, sr 為實數， 0s ， 2/ sr 且 n 為非負整數。本文的方法是先利用複變

數函數的冪級數展開式和逐項微分定理求出某些實變數函數的任意階導函數，再利用

權重均值定理得到這些定積分的無窮級數表示式，也就是本文兩個主要的結果－定理

1 和定理 2。另一方面，本篇論文舉出幾個定積分的例子，實際地求出它們的無窮級

數表示式，同時利用 Maple 計算出這些定積分以及它們無窮級數表示式的近似值來和

本文的結果做一個對照和比較。 

 

 

二、預備知識和主要的結果 

以下我們先介紹本文中用到的符號： 

(一) 符號： 

(i)設 z為複數，複變數函數 )(zf 的 n 階導函數記作 )()( zf n ，其中 n 為正整數。 

(ii)設為實數且m 為正整數，定義 )1()1()(  mm  ;而 1)( 0  。 

(iii)設 a 為複數，R為實數且 0R ，定義閉圓盤  RazCzRaB ),( 。 

(iv) kB 代表第 k 個 Bernoulli 數， kE 代表第 k 個 Euler 數，其中 k 為非負整數。 

接著介紹本文中用到的幾個重要性質： 

(二) Euler 公式  

 sincos iei  ，其中 1i ， 為任意實數。 
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(三) DeMoivre 公式 

 pipi p sincos)sin(cos  ，其中 p為整數且 為實數。 

(四) 複變數函數的冪級數展開式 (Power series expansions of one complex variable 

functions) (Zwillinger，2003，第 44 頁) 

假設 z為複數且 2/z ，則 
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(五) 權重均值定理 (Weighted mean value theorem) (Appostol，1975，第 450-451 頁)： 

設 a 為複數， ,,rR 皆為實數， Rr  且 n 為非負整數。設複變數函數 )(zf 在閉圓盤
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(六) 逐項微分定理 (Differentiation term by term theorem) (Apostol，1975，第 230頁)： 
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為了得到本文的主要結果，需要以下的引理： 
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引理 設 , 為實數，則 
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接著，可以分別求出定積分(1)和(2)的無窮級數表示式： 

定理 1 設 ,,, sr 為實數， 0s ， 2/ sr 且 n為非負整數，則 
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以及 
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證明 令 zzf tan)(  ，其中 z為複數且 2/z 。由(5)式和逐項微分定理可得到 
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此外，由權重均值定理得知                                     
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再利用Euler公式和DeMoivre公式得到 
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利用(8)式得到 
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由(16)式等號兩邊的實部相等，得證(10)式成立。另一方面，由(16)式等號兩邊的虛部

相等，得證(11)式成立。                                              q.e.d. 

其次，可以推導定積分(3)和(4)的答案： 

定理 2 和定理 1 相同的假設，則 
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證明 設 z為複數且 2/z 且令 zzg sec)(  。由(6)式和逐項微分定理可以知道 
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再由權重均值定理得到                                     
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利用Euler 公式和DeMoivre 公式可得 




dninrsirsg 
2

0
)sin))(cossinsin()coscos((  






 




0

22 ])2sin()2[cos(
)!2(

)2()1(

!

2

k

nknk
kn

nkinks
k

kE

n

r



。           (22) 

再利用(9)式得出 
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所以由(23)式等號兩邊的實部相等，得證(17)式成立；同理由(23)式等號兩邊的虛部相

等，得證(18)式成立。                                                 q.e.d. 
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三、例子說明 

以下針對本文所探討的四種定積分問題，舉出幾個例子實際的利用定理 1 和定

理 2 求出這些定積分的無窮級數表示式。此外，利用 Maple 計算出這些定積分以及它

們的無窮級數表示式的近似值來驗證答案。  

例題 1 在(10)式中令 4,3/,5/2,4/1  nsr  ，則定積分 





d



2

0 ]sin2/1)3/sin(5/4cosh[]cos2/1)3/cos(5/4cos[

4sin]sin2/1)3/sin(5/4sinh[4cos]cos2/1)3/cos(5/4sin[  

       














1

5242
2214

]3/)52c o s [ ()5/2(
)!2(

)12()12(2)1(

!4

)4/1(2

k

kk
kkk

k
k

kB



。  (24) 

接著，利用 Maple 驗證(24)式的正確性：  

>evalf(int((sin(4/5*cos(Pi/3)-1/2*cos(theta))*cos(4*theta)+sinh(4/5*sin(Pi/3)-1/2*sin(theta

))*sin(4*theta))/(cos(4/5*cos(Pi/3)-1/2*cos(theta))+cosh(4/5*sin(Pi/3)-1/2*sin(theta))),thet

a=0..2*Pi),14); 

0.00069510443935427 

>evalf(2*Pi*(-1/4)^4/4!*sum((-1)^(k-1)*2^(2*k)*(2^(2*k)-1)*bernoulli(2*k)*product(2*k-

1-i,i=0..3)/(2*k)!* (2/5)^(2*k-5)*cos((2*k-5)*Pi/3),k=1..infinity),14); 

0.00069510443935429 

此外，在(11)式中令 5,4/,7/4,3/1  nsr  得到定積分 





d



2

0 ]sin3/2)4/sin(7/8cosh[]cos3/2)4/cos(7/8cos[

5sin]cos3/2)4/cos(7/8sin[5cos]sin3/2)4/sin(7/8sinh[  














1

6252
2215

]4/)62sin[()7/4(
)!2(

)12()12(2)1(

!5

)3/1(2

k

kk
kkk

k
k

kB



。      (25) 

同樣，利用 Maple 檢驗(25)式：  
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>evalf(int((sinh(-8/7*sin(Pi/4)+2/3*sin(theta))*cos(5*theta)-sin(-8/7*cos(Pi/4)+2/3*cos(th

eta))*sin(5*theta))/(cos(-8/7*cos(Pi/4)+2/3*cos(theta))+cosh(-8/7*sin(Pi/4)+2/3*sin(theta))

),theta=0..2*Pi),14); 

0.0062750947363198 

>evalf(2*Pi*(1/3)^5/5!*sum((-1)^(k-1)*2^(2*k)*(2^(2*k)-1)*bernoulli(2*k)*product(2*k-

1-i,i=0..4)/(2*k)!* (-4/7)^(2*k-6)*sin((2*k-6)*Pi/4),k=1..infinity),14); 

0.0062750947363168 

例題 2  於(17)式中代入 7,6/,8/1,9/4  nsr  ，得到定積分 









d
























2

0 ]sin9/8)6/sin(4/1cosh[]cos9/8)6/cos(4/1cos[

7sin]sin9/4)6/sin(8/1sinh[]cos9/4)6/cos(8/1sin[

7cos]sin9/4)6/sin(8/1cosh[]cos9/4)6/cos(8/1cos[

 

 




 




0

7272
7

]6/)72cos[()8/1(
)!2(

)2()1(

!7

)9/4(

k

kk
k

k
k

kE


 。                    (26) 

利用 Maple 驗證(26)式的正確性如下：  

>evalf(int((cos(-1/8*cos(Pi/6)-4/9*cos(theta))*cosh(-1/8*sin(Pi/6)-4/9*sin(theta))*cos(7*th

eta)+sin(-1/8*cos(Pi/6)-4/9*cos(theta))*sinh(-1/8*sin(Pi/6)-4/9*sin(theta))*sin(7*theta))/( 

cos(-1/4*cos(Pi/6)-8/9*cos(theta))+cosh(-1/4*sin(Pi/6)-8/9*sin(theta))),theta=0..2*Pi),14); 

0.00031882836440791 

>evalf(Pi*(-4/9)^7/7!*sum((-1)^k*euler(2*k)*product(2*k-j,j=0..6)/(2*k)!* (-1/8)^(2*k-7) 

*cos((2*k-7)*Pi/6),k=0..infinity),14); 

0.00031882836440791 

另一方面，在(18)式中代入 8,3/2,10/7,5/3  nsr  ，則 
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 







d
























2

0 ]sin5/6)3/2sin(5/7cosh[]cos5/6)3/2cos(5/7cos[

8sin]sin5/3)3/2sin(10/7cosh[]cos5/3)3/2cos(10/7cos[

8cos]sin5/3)3/2sin(10/7sinh[]cos5/3)3/2cos(10/7sin[

 






 




0

8282
8

]3/)164sin[()10/7(
)!2(

)2()1(

!8

)5/3(

k

kk
k

k
k

kE


 。                       (27) 

同樣利用 Maple 驗證(27)式：  

>evalf(int((sin(-7/10*cos(2*Pi/3)+3/5*cos(theta))*sinh(-7/10*sin(2*Pi/3)+3/5*sin(theta))*

cos(8*theta)-cos(-7/10*cos(2*Pi/3)+3/5*cos(theta))*cosh(-7/10*sin(2*Pi/3)+3/5*sin(theta)

)*sin(8*theta))/(cos(-7/5*cos(2*Pi/3)+6/5*cos(theta))+cosh(-7/5*sin(2*Pi/3)+6/5*sin(theta

))),theta=0..2*Pi),14); 

0.0027826513471540 

>evalf(Pi*(3/5)^8/8!*sum((-1)^k*euler(2*k)*product(2*k-j,j=0..7)/(2*k)!* (-7/10)^(2*k-8) 

*sin((4*k-16)*Pi/3),k=0..infinity),14); 

0.0027826513471520 

 

四、結論 

由本文的討論可以知道，定理1和定理2是求解本文所探討的四種定積分問題的

主要理論依據。同時也看到，權重均值定理和逐項微分定理在本文理論推導中佔有舉

足輕重的地位。事實上，這兩個定理的應用十分廣泛，許多高等微積分和工程數學上

困難的問題利用它們都可以迎刃而解，以後會陸續發表關於這方面的論文。另一方

面，也可以看出Maple在輔助解題上扮演著重要的角色，甚至可以利用Maple來設計一

些積分的問題，並且試著從中找到解決問題的關鍵。將來的研究會將觸角延伸到其他

數學領域的問題上，並且利用Maple來解決這些問題。 
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